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D-5300 Bonn, Bundesrepublik Deutschland

Einleitung

0.1. Sei g eine halbeinfache Lie Algebra iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper k der Charakteristik Null, und sei G die adjungierte Gruppe. Ist pCg eine
parabolische Unteralgebra und rCyp ihr auflosbares Radikal, sv bezeichnen wir
mit #, die Vereinigung der Konjugationsklassen Gx mit xer und von maximaler
Dimension unter dieser Bedingung (§ 1). Wir nennen die lokal abgeschlossene
Untervarietit &, von g eine Dixmier-Schicht von g. Solche ,,Schichten“ wurden
zuerst von Dixmier [4] studiert: &, besteht aus denjenigen Elementen von g,
welche eine zu p konjugierte Polarisierung zulassen. Dabei betrachtet Dixmier
zunichst die halbeinfachen Elemente in %, (,,une nappe*) und zeigt unter anderm,
daB man jedes Element xeg mit Polarisierung p als Limes von halbeinfachen
Elementen mit Polarisierung p erhilt. Die hier gegebene Definition 1.1 der Schicht
&, geht auf Borho u. Richardson [8] zuriick.

0.2. Fiir g =sl, haben Ozeki-Wakimoto [7] und Tauvel gezeigt, daB jedes Element
eine Polarisierung besitzt, daB also sl, die Vereinigung der Dixmier-Schichten ist.
Zudem beweist Dixmier in [4], daB diese Schichten in s, disjunkt sind. Fiir diese
beiden Resultate geben wir einen etwas andern Beweis (§ 2).

0.3. Im Hauptteil dieser Arbeit geht es um die Beschreibung der Konjugations-
klassen in einer Dixmier-Schicht &, (§ 3). Ist hCp eine Cartan-Unteralgebra von p
und §,: =hnr, so definiert jedes Element heb, eine Konjugationsklasse C, in &,
nimlich diejenige (eindeutig bestimmte) Konjugationsklasse von g von der Gestalt
G(h+n) mit n aus dem Nilradikal n von p. Ist W die Weylgruppe von g beziiglich
der Cartan-Unteralgebra b, und bezeichnen wir mit W, den Normalisator von bo
in W, so definieren zwei unter W, konjugierte Elemente h und k" von b, die gleiche
Konjugationsklasse C,=C, von &,. Wir erhalten also eine Abbildung

P :h/Wo— /G

von bo/W, in die Menge der Konjugationsklassen der Dixmier-Schicht .
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0.4. Das Hauptresultat der Arbeit besagt nun, daB3 im Falle g=sl, die Abbildung
& bijektiv ist. Es ergibt sich zudem, daB b,/W, ein gffiner Raum der Dimension
dimb, ist und daB3 ¢ ein Homdéomorphismus (beziiglich der Zariski-Topologie) ist.

0.5. Dieser ,Parametrisierungssatz” fiir sl, spielt auch beim Studium der primi-
tiven Ideale der Einhiillenden Algebra U:=U(sl,) von s, eine Rolle. In [1] zeigt
Borho, daBB es eine wohldefinierte injektive Abbildung von der Menge der
Konjugationsklassen in sl, in die Menge der primitiven Ideale von U gibt, die
sogenannte Dixmier-Abbildung ([1], Theorem 6.6). Bei der Definition dieser
Abbildung und bei ihrer Beschreibung wird die Bijektivitit von & wesentlich
benutzt.

Der Autor dankt W. Borho fiir zahlreiche Anregungen und Diskussionen.

1. Dixmier-Schichten in halbeinfachen Lie Algebren

Fiir die ganze Arbeit fixieren wir einen Grundkorper k, der algebraisch abge-
schlossen und von der Charakteristik 0 ist. Alle k-Varietdten und insbesondere alle
endlich dimensionalen k-Vektorriume werden mit der Zariski-Topologie verse-
hen.

1.1. Sei g eine halbeinfache Lie Algebra (iiber k) und sei G die adjungierte Gruppe.
Fiir geG und xeg schreiben wir kurz gx an Stelle von Adg(x); es ist also
Gx:={gx|ge G} die Konjugationsklasse von x in g. Fiir eine Teilmenge X Cg setzen
wir GX := | ) Gx.
xeX

Ist xeg, so bezeichnen wir mit g*:={yeg|[x, y]=0} den Zentralisator von x in
g und mit G*:={geGlgx=x} den Zentralisator von x in G. Bekanntlich gilt
Lie G*=g* ([5], Chapter V, § 13).

Fiir eine Teilmenge X Cg definieren wir die reguldren Punkte von X folgender-
malen:

X'8:={xeX|dimGx=dimGy fiir alle yeX}.
X' ist offen in X. Man vergleiche hierzu und zum folgenden auch [2].

Definition. Sei p C g eine parabolische Unteralgebra, r Cp ihr aufldsbares Radikal.
Dann heiBt die Menge

&, =Gt

eine Dixmier-Schicht von g (kurz: D-Schicht).

Da das Radikal r von der zu p adjungierten parabolischen Untergruppe P von
G stabilisiert wird, ist Gr abgeschlossen in g ([9], Chapter 11, 2.13, Lemma 2) und
natiirlich auch irreduzibel. Die D-Schicht &, ist folglich eine irreduzible (lokal-
abgeschlossene) Untervarietiit von g.

1.2. Bemerkungen. a) Ist p=b eine Borel-Unteralgebra von g, so ist & die Menge
der reguliren Elemente von g; wir nennen %, die reguldre Schicht und schreiben
dafiir &,,. Ist p Db eine minimale parabolische Unteralgebra +b, so heiBit ¥, auch

reg’
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eine subregulire Schicht; die Vereinigung dieser subregulidren Schichten ist die
Menge der subreguliren Elemente von g.

b) Die Betrachtung solcher Teilmengen %, geht auf Dixmier [4] zuriick ; die
vorliegende Definition stammt von Borho und Richardson. Fiir eine Verallge-
meinerung dieser Begriffsbildung und ihre Eigenschaften vergleiche man [2].

¢) Die D-Schichten hidngen eng mit dem Begriff der Polarisierung zusammen.
Es ist leicht zu sehen, daB die folgende Definition der Polarisierung zu der in [4]
gegebenen dquivalent ist (vgl. auch [7]).

Definition. Eine Unteralgebra p Cq heiBit eine Polarisierung eines Elementes xeg,
falls

(i) p eine parabolische Unteralgebra ist, und

(i) xers gilt,
wobei r das auflésbare Radikal von p bezeichnet.

Die D-Schicht %, ist also die Menge derjenigen Elemente von g, die eine zu p
konjugierte Polarisierung besitzen.

1.3. Sei weiterhin p Cg eine parabolische Unteralgebra, P die adjungierte (para-
bolische) Untergruppe von G, r Cp das auflosbare Radikal und nCr das Nilradikal
von p. Dann gibt es eine Zerlegung

p=m®n

mit einer reduktiven Unteralgebra m Cg. Diese ist bis auf P-Konjugation eindeutig
bestimmt und wird im folgenden ein reduktiver Bestandteil von p genannt.
Ist b, das Zentrum von m, so erhalten wir die Zerlegung

r= I)O @ n ’
und es gilt bekanntlich
m=g" fiiralle heby®.

Der folgende Satz faBt einige der im weiteren wichtigen Eigenschaften der
D-Schichten zusammen. Ein Beweis dieser Resultate findet sich neben einigen
Prizisierungen und Verallgemeinerungen in [2], § 5 [Satz 5.6, Korollar 5.8 a) und
b), Zusatz 5.5b)].

Satz (Borho, Richardson). a) Es ist :77; = Gr =G -h® abgeschlossen und irreduzibel
von der Dimension dimr+dimn.

b) &, enthalt genau eine nilpotente Konjugationsklasse, ndmlich Gn™®.

c) Die Konjugationsklassen in ¥, haben die Dimension 2-dimn.

Die (eindeutig bestimmte) nilpotente Konjugationsklasse Gn"® von &, nennen
wir den Richardson-Orbit von &,

1.4. Satz. Seien p,p’'Cg zwei parabolische Unteralgebren und seien m bzw. m'
reduktive Bestandteile von p bzw. p' mit den Zentren b, bzw. b,. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent :
(i) Der AbschluB Z, von &, in g enthilt &,.
(i) m ist konjugiert zu einer Unteralgebra von m'.
(iii) By, ist konjugiert zu einer Unteralgebra von b,.
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Beweis. Die Aquivalenz von (ii) und (iii) ist klar (1.3). Aus (i) folgt nach Satz 1.3a)
b’oCZ,CZ =Gh, und daher b, CGh,. Ist h'eh ¢, so gibt es also ein ge G mit
gh'eb,. Hieraus folgt gm’'=g(a")=¢"" 29" =m und damit (ii). Ist umgekehrt
mCgm'’ fiir ein ge G, so folgt gh;, Ch, und damit &, = Ghy € Gh, =, (Satz 1.3a)),
also (i).

Folgerung. Es gilt &,=,. genau dann, wenn die reduktiven Bestandteile m und m’
konjugiert sind. Enthalten m und m’ zudem eine gemeinsame Cartan-Unteralgebra })
von g, so sind m und m'’ genau dann konjugiert (unter G), wenn ihre Zentren b, und
b, unter der Weylgruppe W von by konjugiert sind.

1.5. Bemerkung. Nach obiger Folgerung entsprechen die D-Schichten einein-
deutig den Konjugationsklassen reduktiver Unteralgebren von parabolischem Typ
(d.h. solcher reduktiver Unteralgebren, welche reduktive Bestandteile para-
bolischer Unteralgebren sind). Ist B eine Basis des Wurzelsystems R von g, so
entsprechen diese Konjugationsklassen ihrerseits eineindeutig den Aquivalenz-
klassen von Teilmengen der Basis B, wobei wir zwei Teilmengen von B dquivalent
nennen, wenn sie unter der Weylgruppe W von R konjugiert sind. Es entspricht
also jeder Teilmenge I C B eine D-Schicht &, und es gilt &, =%, genau dann, wenn
I=wlJ ist fir ein we W.

1.6. In § 3 bendtigen wir noch das folgende wohlbekannte Lemma. Fiir einen
Beweis vergleiche man etwa [7], Theorem 2.5 und Remark 2.1.

Lemma. Sei xeg mit Jordanzerlegung x=h+n, und sei g :=[g", ¢"] der halbein-
fache Bestandteil des (reduktiven) Zentralisators g* von h in g. Ist pCgq eine
Polarisierung von x in g, so ist p':=png’ eine Polarisierung von n in g’ und jede
Polarisierung von n in g’ erhdlt man auf diese Weise. Insbesondere ist x genau dann
polarisierbar in g, wenn n in g’ polarisierbar ist.

2. Zerlegung von sl, in disjunkte Schichten

Fiir eine beliebige halbeinfache Lie Algebra g braucht nicht jedes Element xeg
polarisierbar zu sein. [Ist z.B. g einfach und nicht vom Typ A4,, so sind die
Elemente der nilpotenten Konjugationsklasse minimaler Dimension >0 nicht
polarisierbar.] Im allgemeinen sind die D-Schichten auch nicht disjunkt. [Ist z. B. g
einfach vom Typ B, oder C,, so gibt es zwei subreguldre Schichten (1.2a)), aber nur
eine subreguldre nilpotente Konjugationsklasse.] Im Falle g=sl, haben jedoch
Ozeki-Wakimoto-Tauvel gezeigt, daB3 alle Elemente polarisierbar sind, und Dix-
mier hat in [4] die Disjunktheit der D-Schichten nachgewiesen.

Diese Resultate spielen beim Beweis des Hauptsatzes in § 3 eine entscheidende
Rolle; wir geben deshalb einen Beweis dafiir an.

2.1. Sei 9’:={p=(p1,p2,...,p,,)e]N"Iplgng i 2P D p,=n} die Menge der
i=1

Partitionen von n. Fiir pe 2 definiert man die duale Partition p=(p,, p,, ..., D,) Zu P
folgendermafBen:

pi:=# {vlp,2i} .
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Beschreibt man die Partitionen durch Young-Diagramme, so entspricht der
Ubergang p— p der Spiegelung des Young-Diagrammes an der Diagonalen.

Unter Verwendung der Jordanschen Normalform erhilt man eine eineindeutige
Beziehung zwischen den nilpotenten Konjugationsklassen in s, und den Parti-
tionen von n: Ist pe 2, so ist die zugehorige nilpotente Konjugationsklasse N , die
Menge derjenigen Elemente xesl,, welche folgende Eigenschaft (x) haben:

dimKerx'= Y p,, i=12,...,n. (*)
v=1

Bemerkung. Da die Funktionen f;:g— N, x+—dim Ker x, halbstetig nach oben sind,
ist die Menge

N:={xeg/dimKerx'> Y p,, i=12,...,n}
v=1

eine abgeschlossenen Teilmenge von g. Man kann zeigen, daB N genau der
AbschluB N, der Konjugationsklasse N, ist.

2.2. Wir wollen nun jeder Partition pe £ auch eine D-Schicht zuordnen. Sei hierzu
(e;,€,,...,e,) die Standardbasis des Vektorraumes V:=k", und sei
F,=(V,V,,...,V,) die Fahne in V gegeben durch

K:=€s~5kej, s;i= ). p,.
j=1 v=1

Dann ist der Stabilisator p,Csl, der Fahne F, eine parabolische Unteralgebra,
deren Nilradikal n, folgendermaBen gegeben ist:

n,={xeslIx(V)SV,_,,i=1,2,...,n}, 1)
(V:=0). Offenbar gilt fiir xen,

dimKerx'2dimV,= ) p,, i=12,...,n. (%%)
v=1

Fiir die D-Schicht 5‘;‘, schreiben wir kurz &,.

Satz. Sei p eine Partition von n und p die duale Partition zu p (2.1). Dann ist der
Richardson-Orbit (1.3) der D-Schicht &, gegeben durch N ;.

Beweis. Sei p:=p, und n:=n, das Nilradikal von p. Dann ist n"*® eine offene
dichte Teilmenge von n und Gn™® ist der Richardson-Orbit von &, (Satz 1.3b)).
Wir haben zu zeigen, daB n™#nN nicht leer ist. Sei hierzu U:=nnN,. Nach
2.1 (%) gilt

U= {xen[dim Kerx'= Y p,,i=12, ...,n}.
v=1

Wegen (x+) und der Halbstetigkeit der Funktionen x+—dim Ker x' (vgl. Bemerkung
in 2.1) ist U eine offene Teilmenge von n. Nach dem zu Beginn des Beweises
gesagten geniigt es daher zu zeigen, daB8 U nicht leer ist. Hierzu betrachten wir die
zu Anfang von 2.2 definierte Fahne F,=(V},V,, ..., V,) und wihlen fiir jedes i ein
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Komplement W, von V,_, in V, (W;:=V)), i=1,2,...,n—1. Wegen dimW,=p,

2p;,,=dimW,,, gibt es ein xesl, mit

Kerx=W, und x(W, ,)CW, fir i=12,..,n-1.

Nach (1) ist dann xen,, und nach Konstruktion gilt Kerx'= Y W, und folglich

v=1
i

dimKerx'= Y p,. Wir erhalten xe U und damit die Behauptung.

v=1
2.3. Jede D-Schicht von sl, ist von der Gestalt ¥, mit einer geeigneten Partition

pe?. Dies ergibt sich zum Beispiel aus 1.4: Ist pCsl, eine parabolische Unter-
algebra, so ist p der Stabilisato; einer Fahne F=(V,, V,,..., V,). Wéhlen wir eine

Zerlegung V= @ W, mit V;= @ W,, so ist der Stabilisator dieser Zerlegung ein
v=1 v=1

reduktiver Bestandteil von p; dessen Konjugationsklasse hidngt offenbar nur von
den Dimensionen dim W, ab, und die Behauptung ergibt sich mit der Folgerung
1.4.

Satz. Sei g eine halbeinfache Lie Algebra, deren einfache Faktoren alle vom Typ A,
sind. Dann ist g die disjunkte Vereinigung der D-Schichten.

Beweis. Wir fiihren den Beweis durch Induktion iiber dimg. Dann konnen wir
ohne Einschrinkung g=sl, annehmen: Ist g=g, @g,, so sind die D-Schichten
von g von der Gestalt ¥, x &, mit D-Schichten ¥ in g;, i=1,2.

a) Jedes Element von g ist polarisierbar. Sei xeg. Ist x nilpotent, so ist x
polarisierbar nach Satz 2.2. Ist x nicht nilpotent, so ist der halbeinfache Bestandteil
h von x von Null verschieden und folglich ¢ :=[g" g"] von echt kleinerer
Dimension als g. In diesem Falle folgt die Behauptung aus Lemma 1.6 und der
Induktionsannahme.

b) Die D-Schichten von g sind disjunkt. Aus Satz 2.2 folgt zusammen mit der
Bemerkung zu Anfang von 2.3, daB verschiedene D-Schichten von g verschiedene
Richardson-Orbiten enthalten. Sei nun x ein gemeinsames Element der beiden
D-Schichten %, und &,. Wir betrachten den von Gx erzeugten Kegel
K:= AGx in g. Dann enthilt der AbschluB K von K in g eine nilpotente

Aek\{O'
Konjugati)onsklasse Gn der Dimension dim Gn=dimGx ([2], § 3, 3.1: K enthilt
den assoziierten Kegel o Gx von Gx; dieser besteht aus nilpotenten Elementen
und hat die gleiche Dimension wie Gx). Da fiir jede D-Schicht & die Beziehung
Fres =& gilt (Satz 1.3a)), ist Gn in ¥, und ¥, enthalten. Nach dem zu Beginn von
b) gesagten gilt daher &, =%,, was zu zeigen war.

3. Parametrisierung der Konjugationsklassen in Dixmier-Schichten

Ist g eine halbeinfache Lie Algebra mit adjungierter Gruppe G und h<g eine
Cartan-Unteralgebra, so gibt es bekanntlich einen kanonischen Morphismus

n:g—bh/W
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(W:=Weylgruppe beziiglich b)), dessen Fasern die Abschliisse der reguliren Kon-
jugationsklassen von g sind. Die Abbildung n kann man etwa folgendermaBen
definieren: Fiir jedes xeg ist der halbeinfache Bestandteil x,; zu einem Element
heb konjugiert, und die Konjugationsklasse Wh in b ist durch x eindeutig
bestimmt. Mit diesen Bezeichnungen ist dann n(x)= Wh. Betrachten wir die
Einschridnkung von = auf die reguldre Schicht &, (1.2), so erbalten wir einen
Morphismus

nyreg :ey;eg—_)b/W’

welcher sogar ein geometrischer Quotient (im Sinne von Mumford [6]) ist, d. h. die
Fasern von n, _ sind genau die Konjugationsklassen von &, ., b/W trigt die
Quotiententopologie und die Strukturgarbe von §h/W ist die Garbe der G-in-
varianten Funktionen auf & . Die reguldren Konjugationsklassen &, /G tragen
also in natiirlicher Weise die Struktur einer affinen Varietit isomorph zu j/W
(~ A" mit r:=Rangg).

Es geht nun im folgenden darum, entsprechende Ergebnisse fiir alle D-Schich-
ten von s, zu beweisen.

3.1. Sei weiterhin g eine halbeinfache Lie Algebra mit adjungierter Gruppe G. Fiir
jede lokalabgeschlossene Teilmenge X Cg bezeichnen wir mit #(X) die k-Algebra
der reguliren Funktionen auf X. Ist X abgeschlossen und G-stabil, so ist die
k-Algebra #(X)¢ der G-invarianten regulidren Funktionen endlich erzeugt, ihr
maximales Spektrum Y also eine affine Varietdt. (Dies und die folgenden
Eigenschaften von X und Y ergeben sich aus der vollen Reduzibilitit der
Darstellung von G auf den reguldren Funktionen; man vergleiche etwa [6],
Chapter I, § 2.) Die Inklusion Z(X)¢ < %(X) induziert einen surjektiven Morphis-
mus 7:X — Y, welcher ein “kategorischer Quotient” im Sinne von Mumford ist, d. h.
n ist universell unter allen Morphismen n':X—Y’, welche konstant auf den
Konjugationsklassen sind. Wir bezeichnen diesen Morphismus im folgenden mit

Ty X—X/G.

Fiir die Menge der Konjugationsklassen (versehen mit der Quotiententopologie)
schreiben wir im Unterschied dazu wie iiblich X/G. Von den vielen schonen
Eigenschaften von m, bendtigen wir im weiteren die beiden folgenden:

(S) my ist submersiv, d.h. X ]G trigt die Quotiententopologie;

(T) =y bildet disjunkte G-stabile abgeschlossene Teilmengen von X auf disjunkte
abgeschlossene Teilmengen von X /G ab.

Aus (T) folgt unter anderem, daB jede Faser F=nj'(y) von n, genau eine
abgeschlossene Konjugationsklasse Gx, enthilt und daf3

F= () Gx
maxo

gilt.

3.2. Bemerkungen. a) Ist b eine Cartan-Unteralgebra von g, so hat man den
kanonischen Chevalley-Isomorphismus b/ W>g/G ; der Quotient n,:g—g/G identi-
fiziert sich dann mit dem zu Beginn dieses Paragraphen betrachteten Morphismus
g—b/W. Die abgeschlossenen Konjugationsklassen in g sind genau die Kon-



216 H. Kraft

jugationsklassen halbeinfacher Elemente. Ist he g halbeinfach, so besteht die Faser
n, '(m,(h)) aus genau denjenigen Elementen xeg, deren halbeinfacher Bestandteil
zu h konjugiert ist.

b) Ist X Cg G-stabil und abgeschlossen, so identifiziert sich X /G in natiirlicher
Weise mit der abgeschlossenen Teilmenge = (X)< ¢/G, und wir haben das
kommutative Diagramm

X - g

l nx £ ng .
X/G -g/G

Insbesondere enthilt jede Faser von n, nur endlich viele Konjugationsklassen.

3.3. Sei &Cg eine D-Schicht und % der AbschluB von & in g. Eine erste
»Approximation“ fiir die Parametrisierung der Konjugationsklassen von &
erhalten wir durch die Betrachtung des Morphismus

ﬂ‘ay—i.?iG

Satz. Der Morphismus ngz:%— PJG ist dquidimensional, und jede irreduzible
Komponente einer Faser von ny enthilt eine dichte Konjugationsklasse aus <.

(Ein Morphismus heiBt dquidimensional, falls alle Fasern die gleiche Dimen-
sion haben.)
Fiir einen Beweis dieses Satzes vergleiche man [2], 4.3.

Bemerkung. Aus dem Satz folgt, daB =y eine surjektive stetige Abbildung
¢:¥/G—Z]G mit endlichen Fasern induziert, welche genau dann bijektiv ist,
wenn alle Fasern von n irreduzibel sind. Dies ist fiir die reguldre Schicht immer
der Fall, im allgemeinen jedoch nicht. [Gegenbeispiel : Wir betrachten in sl, die
D-Schicht & zur Partition (2, 1, 1) (vgl. 2.2); diese enthalt fiir Ae k\{0} die Elemente

A
. A
= -2 1
-2
welche paarweise nicht konjugiert sind. Da jedoch Gx, und Gx_, im AbschluB die
A
halbeinfache Konjugationsklasse von A 2 enthalten, liegen Gx, und

-2
Gx_, in der gleichen Faser von 7z.]
3.4. Wir fixieren eine Cartan-Unteralgebra hCg und bezeichnen mit W die
zugehorige Weylgruppe. Sei p eine parabolische Unteralgebra von g, welche b

umfaBt, und sei r das auflosbare Radikal und n das Nilradikal von p. Dann haben
wir die Zerlegung

r=h,®n mit by :=hnr.

b, ist das Zentrum des (eindeutig bestimmten) reduktiven Bestandteiles von p,
welcher ) enthilt.
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Sei W, :=Normy(h,) der Normalisator von b, in W, und sei &:=5, die zu p
zugehdrige D-Schicht (1.2).

Das folgende Lemma findet sich schon (in etwas anderer Form) in [1] (Lemma
6.5 und Bemerkung 6.7, 1)). Da es im weiteren eine zentrale Rolle spielt, geben wir
einen kurzen Beweis.

Lemma. Sei heb,.
a) Es ist G(h+n)NnS=Gx fiir ein xer mit halbeinfachem Bestandteil x,=h.
b) Fiir jedes we W, gilt Giwh+n)NnF=G(h+n)NS.

Beweis. a) Wir zeigen zuerst, daB G(h+n) die Schicht & trifft. Hierzu betrachten
wir den Untervektorraum V:=kh+n von g. Offenbar enthélt GV den Richardson-
Orbit Gn™® von & und es gilt daher V™tC&. Da V™ offen und dicht in V ist,
enthilt V™8 ein Element der Gestalt Ah+n mit Ae k\{0} und nen, und damit auch
ein Element aus h+mn.

Die zu p adjungierte parabolische Untergruppe P von G operiert bekanntlich
trivial auf r/n; jedes Element von h+mn ist daher unter P konjugiert zu einem
Element xer mit halbeinfachem Bestandteil x,=h. Hieraus folgt, daB h+n in der
Faser 7~ !(n(h)) des Morphismus n:=m 77 —%/G enthalten ist (Bemerkung
3.2a)). Da G(h+n) zudem irreduzibel ist, kann G(h+n) hochstens eine Kon-
jugationsklasse von & enthalten (3.3).

b) Nach a) ist G(h+nm)nF=Gx und Gwh+n)nS =Gx' mit x,x'er und
halbeinfachen Bestandteilen x,=h, x,=wh. Sei nun n,.e Normg(h,) ein Représen-
tant von w in G. Wir setzen p, :=p, p,:=n,, '(p), x, ;=xund x, :=n, 1x’. Dann ist
p; eine Polarisierung von x;, und p, und p, enthalten den gemeinsamen reduktiven
Bestandteil m:=g" (=Zentralisator von b, in g). Nach Konstruktion haben die
Jordan-Zerlegungen von x, und x, die Gestalt x;=h+n; mit neg:=[g"g"].
Nach Lemma 1.6 ist p;: =p;ng eine Polarisierung von n, ing (i=1,2). Da p| und
p, den gemeinsamen reduktiven Bestandteil m’:=mng’ haben, definieren sie die
gleiche D-Schicht in g’ (1.4). Folglich sind n, und n, unter G" konjugiert, und die
Behauptung b) folgt.

3.5. Mit Hilfe des Lemmas 3.4 definieren wir eine Abbildung

&:h,— /G
durch @'(h):=G(h+n)¢=G(h+n)nZ. Diese ist surjektiv und faktorisiert iiber
b,/W, (Lemma 3.4b)); wir erhalten eine Abbildung

@b, /W,— /G,

®(W,h): = &'(h). Betrachten wir zudem den Morphismus 5 (3.2), so ergibt sich
daraus das kommutative Diagramm

ho %

&
1
bo/ Wy > #/G
! 776
wobei # durch die Inklusion b, & induziert wird.
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Lemma. Die Abbildung & ist stetig und abgeschlossen.

Beweis. Sei PC G die zu p adjungierte parabolische Untergruppe. Da P trivial auf
r/n operiert, ist fiir jede Teilmenge A £h,, die Teilmenge A +n P-stabil. Ist daher 4
abgeschlossen in b,, so ist G(4+mn) abgeschlossen in g ([9], Chapter II, 2.13,
Lemma 2), und es gilt nach Definition

P(A)=G(A +n)"*8/GC F/G .

Da G(A+n)t=G(4+n)nS abgeschlossen und G-stabil in & ist, ist auch das
Bild ¢'(4) in £/G abgeschlossen, womit die Abgeschlossenheit der Abbildung ¢’
und damit auch von @ nachgewiesen ist.

Sei umgekehrt CC .%/G eine abgeschlossene Menge von Konjugationsklassen
in &%, und sei C':=pr }C)C¥ die Vereinigung dieser Konjugationsklassen.
Bezeichnen wir mit C’ den AbschluB von C’ in %, und setzen wir A:=® ~*(C)Ch,,
so gilt nach Definition

C=G(A+n)<Z.

Es ist daher G(A4 +n) abgeschlossen in % und folglich G(4 4+ n)=G(A +n) mit A: =
AbschluB von 4 in b,. Fiir jedes he 4 gilt aber G(h+n)< G(4 +1)=G(4 +n) und
somit G(h+n)=G(h'+n) mit einem h'eA (Lemma 3.4a)). Hieraus folgt &'(h)
=@'(W)e ®'(4)=C, und somit he & ~}(C)=A. Wir erhalten also A=A, und &' ist
daher stetig. Da b,/W, die Quotiententopologie trégt, ist auch @ stetig, womit das
Lemma bewiesen ist.

3.6. Wir konnen nun den Hauptsatz dieser Arbeit beweisen. Wir verwenden die
Bezeichnungen von 3.5.

Theorem. Sei g halbeinfach mit einfachen Faktoren vom Typ A,. Dann gilt :
a) Die Abbildung ®:b,/W,— &/G ist ein Homéomorphismus.
b) bo/W, ist ein affiner Raum der Dimension dim},,.
c) Der Morphismus n:%,/W,— PG ist die Normalisierung von Z]G.

Beweis. Wir konnen ohne Einschrinkung g=sl, annehmen.

1) Es ist leicht zu sehen, daB das Bild von W, in Auth, von Spiegelungen
erzeugt ist. Nach [3] Chapter.V, § 5, Théoréme 3 ist daher §,/W, ein affiner Raum
der Dimension dim},, womit b) bewiesen ist.

2) Der Morphismus <Pibo‘11’bo/Wo—"“’9/~G ist die Einschrinkung des end-

lichen Morphismus -2 §/W—-- g/G (3.2) und folglich endlich. Daher ist auch #

endlich. Fiir jedes hehif® gilt @~ !(p(h)) = W,yh, denn aus wheb,, fiir ein we W folgt
we W, (b, ist das Zentrum von g"!). Der Morphismus # ist daher auf der dichten
Teilmenge bh®/W, von b,/W, bijektiv, und folglich vom Grad 1. Da b/W, normal
ist (nach 1) sogar ein affiner Raum), ist # die Normalisierung von &/G, womit ¢)
bewiesen ist.

3) Die Bijektivitidt der Abbildung @ :b,/W,— &/G ergibt sich aus der folgen-
den ,Umkehrung“ der Aussage b) von Lemma 3.4: Sind h,h'eb, und gilt
G(h+n)*8=G(W +n)™8, so sind h und W' konjugiert unter W,. ()
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Nach Lemma 3.4a) ist G(h+n)**=Gx und G(h'+n)¢=Gx’, x,x'er mit
halbeinfachen Bestandteilen x,=h und x,=h". Nach Voraussetzung ist Gx=Gx/,
und es gibt daher ein se Normgy(h) mit sh’=h. Wir haben zu zeigen, daB man s
schon in Normg(h,) wihlen kann. Hierzu setzen wir py:=p, Xo:=x, p,:=sp,
x,:=5x, h;:=sh,=bhnsr. Dann haben x, und x, den gleichen halbeinfachen
Bestandteil, ndmlich h, und wir bezeichnen mit n; den nilpotenten Bestandteil von
x;, i=0,1.

Sei g':=[g", g"], p;:=p;,ng  (i=0,1), und sei r; das auflésbare Radikal von p;.
Dann ist b;:=h;ng'=hnr; eine Cartan-Unteralgebra von r;, und es gilt offenbar

h;=b;®3 mit 3:= Zentrumvon g¢". M

Nach Konstruktion sind n, und n, konjugiert unter G" und liegen in g’. Nach
Lemma 1.6 ist p; eine Polarisierung von n; in ¢ (i=0,1), und die beiden
D-Schichten ,; und &,; von ¢ enthalten daher den gleichen Richardson-Orbit
G"n,=G"n,. Da die einfachen Faktoren von g und damit auch von g’ alle vom Typ
A, sind, folgt aus der Disjunktheit der D-Schichten in g’ (Satz 2.3), daB %, =%,
gilt. Es gibt also ein Element g’e G* mit g'h; =), (1.4 Folgerung). Nach (1) folgt
hieraus g'h, =}, also g'sh, =b,, und somit g’se Normg(h,,). Wir erhalten also g'sh’
=g'h=h und damit die Behauptung (). Die Abbildung ¢ ist also bijektiv und die
Behauptung a) folgt mit dem Lemma 3.5.

3.6. Bemerkungen. 1) Wie man aus dem Beweis ersieht, gilt die Behauptung c) des
Theorems fiir beliebige halbeinfache Liealgebren. (Fiir eine beliebige endliche
Gruppe W von Automorphismen eines Vektorraumes V ist die Varietit V/W
normal.)

2) Beim Beweis der Bijektivitdt der Abbildung @ haben wir an der entschei-
denden Stelle die Disjunktheit der D-Schichten in sl, benutzt. Wie Borho bemerkt
hat geniigt es jedoch, folgendes nachzuweisen:

Sei g halbeinfach mit Wurzelsystem R und Basis BCR, und sei g'Sg eine
halbeinfache Unteralgebra, deren Wurzelsystem R’ von einer Teilmenge B’ der Basis
B erzeugt wird. Wir betrachten zwei Teilmengen I, und I, von B’ und die zugehdorigen
D-Schichten % und &) in ¢ (Bemerkung 1.5). Sind dann I, und I, konjugiert unter
der Weylgruppe W von R und haben &3 und &, den gleichen Richardson-Orbit, so
sind I, und 1, unter der Weylgruppe W’ von R’ konjugiert.

Man kann nun zeigen, daB diese Eigenschaft sicher dann erfiillt ist, wenn g
keinen Faktor vom Typ Eg enthilt. Der Beweis beruht auf einer ,Fall fiir Fall“-
Untersuchung!.

3.7. Wir haben in der Einleitung zu § 3 bemerkt, daB fiir die regulire Schicht S res
der Morphismus 7, :¥,,—bh/W ein geometrischer Quotient (im Sinne von
Mumford [6]) ist. Dies ergibt sich nun auch aus dem Vorangehenden und 148t sich
auf diejenigen D-Schichten verallgemeinern, welche normale Varietiiten sind. Dann
faktorisiert wegen Theorem 3.5c) der Morphismus 73|, :¥— #]G iiber
n:ho/Wo— & /G und wir erhalten einen surjektiven Morphismus

Ty L — b /W,
mit o, =pr:¥— ¥/G.

Die verbliebenen Fille beim Typ Eg sind inzwischen von W. Borho ebenfalls in positivem Sinne
geklirt worden, Das Theorem 3.6a) gilt also fiir beliebige halbeinfache Liealgebren g
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Zusatz. Ist unter den Voraussetzungen des Theorems 3.4 die D-Schicht & eine
normale Varietit, so ist der induzierte Morphismus

g F—bo/W,
ein geometrischer Quotient (im Sinne von Mumford [6]).

Beweis. Nach dem Theorem 3.4a) sind die Fasern von 7, genau die Konjugations-
klassen in &, und die Behauptung folgt aus [6], Chapter 0, § 2, Proposition 0.2.

Bemerkung. Mit dhnlichen Methoden wie in [2], § 7 kann man zeigen, daB} die
Normalitédt einer D-Schicht & in sl, ihre Singularititenfreiheit impliziert. Es wird
vermutet, daBl unter den Voraussetzungen des Theorems 3.4 alle D-Schichten
glatte Varietédten sind.
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Nachtrag bei der Korrektur. D. Luna und der Autor haben kiirzlich gezeigt, daB die D-Schichten in
sl, glatte Varietdten sind. Zusammenfassend gilt also fiir eine halbeinfache Lie-Algebra g mit einfachen
Faktoren vom Typ A,: g ist disjunkte Vereinigung der D-Schichten; diese sind glatte Varietditen und
besitzen einen geometrischen Quotienten, welcher ein affiner Raum ist.
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