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Zerfallungskorper radizieller Korpererweiterungen

HANSPETER KRAFT

§ 1. Einleitung

Sei k ein Korper der Charakteristik p> 0. Eine k-Algebra A nennen wir
elementar, wenn A isomorph ist zu einer k-Algebra der Gestalt

k[Xy, ..., X,)/(XP, ..., XP*)  €,>0.

Wir nennen A fastelementar, wenn es eine Erweiterung Z/k derart gibt, daB
die Z-Algebra Z ®, A elementar ist, und einen solchen Kérper Z/k nennen wir
einen Zerfallungskorper von A/k. Die Funktionenalgebra einer infinitesimalen
algebraischen Gruppe oder auch eine radizielle endliche Kérpererweiterung
K/k bilden zwei wichtige Beispiele fiir fastelementare Algebren (vgl. [2],
Chap. III, § 3, n° 6.3, bzw. n° 6.13).

Im folgenden untersuchen wir die Zerfillungskdrper einer fastelementaren
k-Algebra A und werden zeigen, daB es immer einen kleinsten Zerfillungs-
korper Z(A/k) von A/k gibt (Satz 2). Der Beweis besteht in einer expliziten
Konstruktion von Z(A/k).

Fiir die Theorie der endlichen radiziellen Ké6rper K/k sind die modularen
wegen ihrer einfachen Struktur von besonderem Interesse. Man erhilt sie durch
Ausziehen von p®-ten Wurzeln aus einem System {a;, ..., a,} von p-unabhéngi-
gen Elementen aus dem Grundkérper k. Es wird sich zeigen, daB jeder mo-
dulare K6rper M/k, der K/k enthilt, ein Zerfillungskorper von K/k ist, und
daB es eine kleinste modulare Erweiterung M/k von K/k gibt, welche wir die
modulare Hiille M(K/k) von K/k nennen. Dabei erhdlt man M(K/k) in der
Form: Z™(K/k)=Z(...(Z(K/k))...), d. h. durch m-malige Anwendung der Kon-
struktion des Zerfallungskérpers (Satz 3).

Die vorliegenden Resultate entstanden aus einem Seminar an der Universitit Bonn. Herrn

Voigt verdanke ich den Beweis von Lemma 2, welches auch in der Arbeit [1] verwendet wird;
der dortige Beweis stiitzt sich auf die Arbeit [4].

§ 2. Elementare und fastelementare Algebren

Sei A=k[X,, ..., X,]/(XP", ..., X?™) eine elementare k-Algebra. Wir den-
ken uns die ¢, immer der GroBe nach absteigend angeordnet:

e 2e,= - 2e,>0,

und nennen sie die Exponenten von A/k. Speziell ist e, = Max {e;} die kle'inste
ganze Zahl i mit A? Ck (bzw. mit I*' =0, wenn I =(x,, ..., x,) das Maximal-
ideal von 4 ist) und heiBt der Exponent von A/k: e; = exp(4/K). Wir definieren
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50 H. Kraft:

noch die Marken sy, sy, ..., 5, (r = exp(A4/k)) von A/k durch:

s,= Anzahl der ¢;, mit e;>v.
Es gilt:
n=5y282+25_1>s5,=0 mit r=exp(A4/k)
und
e=v fir s,<i<s,_;.

Die Bilder x; der Restklassen der X; nennen wir eine elementare Basis von A.

Bemerkung. Mit AP bezeichnen wir den Unterring {a?|ae A} von A und
mit kAP die davon erzeugte Unteralgebra von A. Entsprechendes gilt fiir die
Bezeichnungen A" und kA”'.

Ist A eine fastelementare k-Algebra und Z/k ein Zerfillungskdrper von
Ak, so verstehen wir unter den Exponenten bzw. den Marken von A/k die
Exponenten bzw. die Marken der elementaren Z-Algebra Z®, A. Mit Z ist
auch jede Erweiterung Z'/Z ein Zerfillungskérper von A/k.

Satz 1. Fiir eine k-Algebra A sind folgende beiden Aussagen dquivalent:
(i) A/k ist fastelementar,
(ii) kAP/k ist fastelementar und es gibt einen Isomorphismus

ASKAP[X,, .., X,)/(XP—ay, ..., XP—a,) aekA”.

Beweis. Sei Z ein perfekter Zerfallungskorper von A/k. Mit A'=Z®, A
gilt dann: A'?=Z®, kA*?

a) (i)=>(ii): Es ist klar, daB mit A’/Z auch A'?/Z elementar ist. Man zeigt
nun leicht, daB jedes minimale Erzeugendensystem {x;, ..., x,} der k-Algebra A
einen Isomorphismus y:kA?[X,,..., X,]/(XP—a;|i=1,...,n) > A induziert
durch p(X)=x, X,=Restklasse von X, a,=x?ekA®. ({x,,...,x,} ist auch
minimales Erzeugendensystem der elementaren Z-Algebra A’, und aus Dimen-
sionsgriinden ist klar, daB der Homomorphismus

v AP[X,, ..., X,]/(XP—ali=1,...,n)> A4
bijektiv ist.)
b) (ii)=>(i): Nach Voraussetzung gilt:
ASAP[X,, ... X,]/XP—ali=1,...,n)
und
ZQurASZ[Xy,...., X, /(XP—a;/i=1,...,n).

Die Behauptung ergibt sich dann aus [2], Chap. I11, § 3, Lemma 6.11.

.Lemma 1. Sei A eine k-Algebra, ae kA” mit t>0, und B die k-Algebra
A[X]/(X? —a).

a) Ist A/k fastelementar, so ist auch B/k fastelementar.

b) Ist A/k elementar mit den Exponenten e, 2t fiir alle i, so ist B genau dann
elementar iiber k, wenn a € A¥ gilt.
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Beweis. Wir verwenden die Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 1.
Dabei denken wir uns immer 4 in A’ bzw. B in B =Z ® B eingebettet in
kanonischer Weise.

a) Sei be A’ mit b” = a. Dann gilt: B'> A'[X]/(X" — a)Z A'[Y]/Y¥, also
elementar, wobei ¢ gegeben ist durch ¢(X)= Y +b.

b) Sei A/k elementar mit Exponenten e; > t. Ist ae A%, so folgt wie unter a),
daB B/k elementar ist. Ist umgekehrt B/k elementar und sind e, ...,e, die
Exponenten von A/k, so sind e, ..., e, e,,, =t die Exponenten von B/k. Ist
weiter m= Max {i|e; > t}, so folgt aus B/k elementar bzw. A/k elementar, daB
e, —1, ..., e, —t die Exponenten von B?'/k” bzw. von A”'/k”" sind. Es gilt daher
A" =B", also wegen a= X* e B” die Behauptung.

Lemma 2. Sei B eine elementare k-Algebra, ACB eine k-Unteralgebra mit
Alk fastelementar. Dann ist A eine elementare k-Algebra.

Beweis. Nach Voraussetzung sind 4 und B lokale k-Algebren mit Rest-
klassenkorper k. Fiir solche Algebren A mit Maximalideal I machen wir
folgende Konstruktionen:

I={xe A/x*""=0}, I,=(I,+I»)/I})cI=II*
v=0,1,...,r=-exp(A4/k). Wir erhalten einen filtrierten k-Vektorraum

F=I>L. (> - 3I;=(0)
und es folgt
Dim, I, <s,—s,,

wenn s, ..., s, die Marken von A/k sind. Dabei gilt Dim,I,=s,— s, genau
dann, wenn A4/k elementar ist. Hieraus ergibt sich nun der Beweis des Lemmas
folgendermaBen: Sei Z ein Zerfillungskorper von A/k, A' = Z®, A, B' = Z®, B,
LI bzw. J,J' die Maximalideale von A, A’ bzw. B, B'. Wir denken uns diese
Algebren und Ideale in kanonischer Weise ineinander eingebettet. Trivialer-
weise gilt dann I,=J,n A4 und I, =J;n A’ fiir alle v und wegen B/k elementar
auch J,=Z'®J,. Daraus erhilt man nun I,=Z®]I, und auch I,>Z®,I,
Daraus folgt nun Dim,I,= Dim, I’ =s,—s, und damit nach obigem die
Behauptung.

Definition. Sei A eine fastelementare k-Algebra mit den Exponente_n €1y ey €y
Ein System {x,, ..., x,} von Elementen aus A nennen wir eine p-Basis von A/k,
wenn die Monome

{xi* ... x| v < p*}

eine k-Vektorraumbasis von A/k bilden.
Aus Satz 1 und Beweis, sowie aus Lemma 1 entnehmen wir folgende Eigen-
schaften von p-Basen:

Eigenschaften. 1) Jedes minimale Erzeugendensystem {X1, s Xy} der fast-
elementaren k-Algebra A ist bei geeigneter Nummerierung eine p-Basis von
4%
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Ak (vgl. Beweis a) von Satz 1: {x{',...,xE} ist Erzeugendensystem der
k-Algebra k A”' und enthilt daher ein minimales. Bei geeigneter Nummerierung
ist dieses minimale Erzeugendensystem von der Gestalt x¥',...,x?, wobei
Sos -++» Sy, I = €Xp(A/k) die Marken von A/k sind. Bei dieser Anordnung ist dann
{x4, ..., x,} eine p-Basis von A/k.)

2) Sind s, ..., s, mit r = exp(A4/k) die Marken von A/k und ist {x,, ..., x,}
eine p-Basis von A/k (n = s), so gilt:

a) {x{,...,x2"} ist eine p-Basis von kA?"/k fir v=0,1,...,r.

b) Ist ¢;=v (d.h. s,<i<s,_,), so geniigt x; einer eindeutig bestimmten
Gleichung der Gestalt:

X' =Y oy XL X g=35, (%)
(m)
mit o, € k, wobei () = (u, ..., ;) die s,-Tupel durchlauft mit p; <p®~".
Die Gl. (*) nennen wir die reduzierte Gleichung von x; in A/k.
Bemerkung. Ist A=K eine radizielle endliche Kérpererweiterung K/k, so

sind die p-Basen im obigen Sinne genau die p-Basen im iiblichen Sinne (mit
geeigneter Anordnung) (vgl. hierzu auch [3]).

§ 3. Zerfillungskorper

Ein Zerfallungskorper Z von A/k enthilt in kanonischer Weise den Rest-
klassenkorper A= A/I von A. (ACZ®, A3 Z, ¢ induziert durch den kano-
nischen Epimorphismus ¢ :Z®,A—>Z))

Aus Lemma 2 erhélt man sofort das folgende Lemma:

Lemma 3. Sei B/k fastelementar und A eine k-Unteralgebra von B mit A/k

fastelementar. Ist dann Z ein Zerfillungskérper von Bk, so ist Z auch Zer-
fallungskorper von Afk.

Sei A eine fastelementare k-Algebra und {x,, ..., x,} eine p-Basis von A/k. Wir
betrachten die reduzierten Gln. () der x; und bezeichnen mit W,Ck?™* die
Menge der p*-ten Wurzeln aus den Koeffizienten «;,, dieser Gleichung:

W= {*/ &yl (w) durchlduft die s,-Tupel}, i=1,...,n.
Weiter definieren wir den Korper Z(A4/k) durch:
Z(AJk)=k[W,,..., W,JCkr ™.

Wir erhalten daraus das folgenden Hauptresultat dieser Arbeit:

'Satz 2. Mit obigen Bezeichnungen gilt :
a) Z(A/k) ist Zerfillungskirper von A/k.
b) Jeder Zerfillungskirper von A/k enthdlt Z(A/k).
Z(A/K) ist also der kleinste Zerfillungskorper von A/k und insbesondere
unabhdngig von der speziellen p-Basis.
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Beweis. Wir verwenden obige Bezeichnungen und betrachten folgende
k-Unteralgebren von A/k:

Ao=k, A;=k[x,...,x;]] fir i=1,...n.
Es gilt dann:
Ai= A4 [x]> A4 [[X])/(XP —a)

fiir i=1,...,n, mit ;=) o, x**" = rechte Seite der reduzierten Gl. (¥) von

(1)
x; in A/k. Ist Z/k ein Korper, A'=Z®; A und A;=Z®, A; (wobei wir uns
immer Z und A4 bzw. Z und 4; in kanonischer Weise in A’ bzw. A eingebettet
denken, ebenso A4:C A’), so erhalten wir:

A5 A [X/(XF —a).

Mit Lemma 1 b) und Lemma 2 folgt daraus, daB Z/k genau dann Zerfillungs-
korper von A/k ist, wenn a; € A{""{ gilt. Daraus folgt sofort die Behauptung a).

Fiir Behauptung b) haben wir zu zeigen, daB W, C Z gilt fiir alle i, wenn
Z/k ein Zerfallungskorper von A/k ist. Es sei nun schon gezeigt, daB W;C Z

giltfiri=1,...,m—1 mit m>1. Wir setzen

a=a,=Yo,x"”", v=e,, s=s,. 1)
(1)
Es gilt A;P" | =ZP"[x£", ..., xF"] und nach obigem ae AP’ |, also a=>b"" mit
be Z[x,, ..., x,]. Sei b in der reduzierten Form
b= Y PBp*.. x¢

()
Qj< pet

gegeben; dann gilt
bF = BT . xE P,
(@)

Wir fiihren diese Gleichung in die reduzierte Form iiber, indem wir alle vor-
kommenden Potenzen x!* durch ) a;,, - x*)?" (= rechte Seite der reduzierten

(1) . - .
GL (x) von x;) ersetzen. Nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir diese a;(,):
Xy € ZP" CZP".

Die Koeffizienten der reduzierten Gleichung von b?", d.h. die Koeffizienten o,
der Gl. (1) von a, liegen daher auch in Z?" und wir erhalten W, CZ.

§ 4. Modulare Algebren und modulare Hiille

Durch die folgende Definition wird eine weitere Klasse von faﬂstelemen_taren
k-Algebren ausgezeichnet, welche die elementaren Algebren enthilt und die vor
allem in der K6rpertheorie eine wichtige Rolle spielt.
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Definition. Eine k-Algebra A heiBt modular (iiber k), wenn A isomorph ist

zu einer k-Algebra der Gestalt
k[X,,...,X,)/(XP"" —a;/i=1,...,n), >0, oek.

Die Bilder x; € 4 der Restklassen X; nennen wir eine modulare Basis von A/k.

Eine k-Algebra A ist also genau dann modular, wenn A/k fastelementar ist
und wenn A/k eine modulare Basis besitzt d. h. eine p-Basis {x,, ..., x,} mit
reduzierten Gleichungen der Gestalt x?“ =w;, o;ek. Die fastelementaren
k-Algebren vom Exponenten 1 sind alle modular. Im Falle einer Korper-
erweiterung K /k stimmt obige Definition einer modularen Erweiterung mit den
Definitionen in [1] und [5] iiberein. Eine modulare k-Algebra ist genau dann
ein Korper, wenn die {«;} in obiger Definition p-unabhingig in k iiber k” sind.
Man sieht auch sofort, daB fiir eine modulare k-Algebra A/k der Restklassen-
korper A/I gleich dem kleinsten Zerfallungskérper Z(A/k) von A/k ist. Es gibt
aber auch nichtmodulare Algebren, fiir die dies stimmt. (Man nehme z. B. §, y
p-unabhéngig in By

p

und betrachte 4 =k[X, Y]/(X?’ —a?, Y?— fX? —y) vgl. Beispiele § 5.) Fiir den
Fall einer radiziellen endlichen Korpererweiterung K/k wird sich jedoch
zeigen, daB K/k genau dann modular ist, wenn K = Z(K/k) gilt (vgl. Satz 3,
Korollar).

Fiir fastelementare Algebren A/k wollen wir noch eine neue Invariante ein-
filhren, den Modularititsgrad von A iiber k, die nicht von den Marken von
A/k abhidngt und ein MaB dafiir bildet, wie stark A/k von einer modularen
k-Algebra abweicht.

Definition. Die kleinste ganze Zahl i >0 mit der Eigenschaft, daB kA" eine
modulare Basis von der Gestalt

k/kP, o=

{xt', ..., xl'}
besitzt, heiBt Modularitdtsgrad von A/k : modgr(A/k).
Es gilt: 0 < modgr(A4/k) < exp(A4/k)— 1, wobei der Modularititsgrad von
A/k genau dann 0 ist, wenn 4/k modular ist.

Wir brauchen hier den Begriff des Modularititsgrades vor allem in der
Situation einer radiziellen endlichen Kérpererweiterung K/k; hier kénnen wir
folgende Strukturaussage iiber den kleinsten Zerfillungskorper Z(K/k) be-
weisen.

Lemma 4. Sei K/k endlich radiziell und Z = Z(K/k) der kleinste Zerfiillungs-
korper von K/k. Ist K/k nicht modular, so gilt :

modgr(Z/k) < modgr(K/k) .

Beweis. Sei modgr(K/k)=t>0,{x¥,...,xZ} eine modulare Basis von
kK"/k, s=s, Mit den Bezeichnungen von §3 gilt: Z=k[x,, ..., x, W'] mit
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W'=W4 U - UW, Wegen W'P* Ck erhalten wir ein minimales Erzeugenden-
t—1 . - - - —
system von kZ”""'/k in der Form: {x§"™, .., x2" ", wi'™", . wl'™"}, w,e W,
i : . 4
und dies ist gerade eine modulare Basis von kZ?" "' /k.

Betrachten wir nun die Korperkette
Zy=K, Z,=Z(Z,_\/k) fir i=12,...,

so wird diese spétestens nach m = modgr (K/k) Schritten stationdr, denn es gilt
nach Lemma 4: modgr(Z;/k) <m—i, also modgr(Z,/k)=0 und damit Z, /k
modular, woraus Z, . ;= Z, fiir alle j >0 folgt. Aus dem Lemma 5 am SchluB
dieses Paragraphen folgt nun, daB jeder modulare Korper M/k, der K umfaBt,
ein Zerfdllungskdrper von K/k ist. Mit den Bezeichnungen Z,= Zi(K/k)
i=0,1, ... erhalten wir damit folgenden Satz:

Satz 3.Jede endliche radizielle Kirpererweiterung K/k besitzt eine modulare
Hiille M = M(K/k) (d. h. eine kleinste modulare Erweiterung M/k von K/k), und
man erhdlt diese in der Form:

M(K/k)y=Z™(K/k) mit m=modgr(K/k).

Korollar. Mit den Bezeichnungen von Satz 4 gilt: K/k isi genau dann modular,
wenh K®, K eine elementare K-Algebra ist.

Lemma S. Sei K/k endlich radiziell, M/k modular mit K C M. Dann ist M/k
ein Zerfdllungskorper von K/k.

Beweis. Wir setzen B=M ®, M, A= M ®, K. Dann ist B/M elementar und
A/M eine fastelementare Unteralgebra von B/M. Lemma 2 liefert dann die
Behauptung.

Bemerkungen. a) Die Exponenten (bzw. die Marken) der Zerfallungskorper
Z'(K/k) einer endlichen radiziellen Erweiterung K/k liefern neue numerische
Invarianten fiir die Erweiterung K/k.

b) Beispiel 2, § 5, zeigt, daB Z(K/k) nicht mit der modularen Hiille M(K/k)
iibereinzustimmen braucht. Die kleinste Zahl i >0 mit Z'(K/k) = M(K/k) ist
daher eine weitere Invariante fiir die Erweiterung K/k und Beispiel 3 zeigt, dal3
dieses kleinste i echt kleiner als der Modularititsgrad modgr (K/k) sein kann.

§ 5. Beispiele

Beispiel 1 (vgl. § 4. Beginn und Satz 3, Korollar).
=P
Y

Seien f, y p-unabhéngig in k/k?, a = und
A= k[Xs Y]/(Xp2 - ap, Yp“)’Xp— ﬁ) .

Behauptung. A= A/l = Z(K/k) = k[{/&, %], A/k nicht modular.

(Der erste Teil der Behauptung ist klar.Wire 4/k modular, 50 gibe es eine
modulare Basis der Gestalt {x,z} mit z?=0Jek. Daraus erhilt man unter
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Benutzung der Gleichung y? =yx?+ B: B,y € k?[§], also f,y p-abhingig, im
Widerspruch zur Voraussetzung.)

Beispiel 2 (vgl. § 4. Bemerkungen).

Seien o, B p-unabhingig in k/k?, y e k, K =k[X, Y]/(X? —a, Y?*—yX?* — ).

Behauptung. 1) K ist ein Korper.

2) Ist [k:kP],> 3, so gilt bei geeigneter Wahl von 7y, daB Z(K/k)/k nicht
modular ist.

(Aus der Voraussetzung folgt, daB die Gleichung Y?* =y x?* + B irreduzibel
ist iiber k[x], x= "i/&, und damit die Behauptung 1. Wir setzen

y= Y ohdp, o;ek, b="/B, c="2/y

0<i,j<p
und erhalten: Z = Z(K/k) = k[x, b, ¢] mit c? =} ¢,,x'?" y/? und damit Z*(K/k)

=Z(Z/k)=k[x, b, {{/0;;}]. Bei geeigneter Walll’ll der o;; gilt daher Z(Z/k)+ Z,
also Z nicht modular nach Satz 3, Korollar.)

Beispiel 3 (vgl. § 4. Bemerkungen).
Seien o, B, y p-unabhingig in k/k? und der Korper K wie in Beispiel 2
definiert.

Behauptung. 1. Z(K/k) = k["\’/;, "{/B, P\zﬁ] ist modular iiber k.
2. modgr(K/k) =2.

(Behauptung 1 ist Klar. Es gilt: kKPSk[X', Y']/(X'? —a, Y'P—yX'P— f)

also Z(kK?/k) = k["\z/&, {/E, {/; ] und aus Dimensionsgriinden daher Z(kK?/k)
#+ kK?. kKP ist also nicht modular, der Modularititsgrad daher gleich 2.)
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