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ReEND. SEM. Mar. UN1v. Papova, Vol. 59 (1978)

Classi coniugate in Gl (n, C).

C. PROCESI (*) - H. KRAFT (**)

1. Introduzione.

Sia X € M, una matrice nxn e sia Oy={YXY'|Y €Gl (n, C)}
la sua classe coniugata. La chiusura Oy di Oy é una varietd algebrica,
in generale singolare al di fuori di Ox. Il problema che vogliamo stu-
diare & quello della normalita di Oy. Tale questione sorge spontanea
per vari motivi, prima di tutto ricordiamo alcuni fatti generali.

Se & ¢ un’algebra di Lie semi semplice su C e G & il suo gruppo
aggiunto, lo studio delle classi coniugate (orbite) degli elementi di &
tramite G & un punto centrale della teoria delle rappresentazioni di &.
Alcuni fatti noti di tale teoria sono:

1) Le classi coniugate hanno dimensione pari,

2) Se O & una classe coniugata, O & un’unione finita di classi
coniugate (le degenerazioni di O).

3) Se O & una classe coniugata in & di dimensione massimale
(classe regolare) allora O ¢ una intersezione completa in &, in parti-
colare ¢ di Cohen-Macaulay e da 1), 2) normale (criterio di Serre [6]).

Infatti le chiusure O delle classi regolari sono le fibre del quo-
ziente @ — @/G, dove G/G & per definizione lo spettro dell’anello
degli invarianti di & sotto I’azione di G che, per un teorema classico
di Chevalley [2], é in effetti uno spazio affine.

L’analisi precedente ¢ parte di un fondamentale lavoro di B. Ko-
stant su questo argomento [10].

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico « G. Castelnuovo », Roma.
(**) Indirizzo dell’A.: Math. Institut, Universitit Bonn.
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Lo studio delle classi non regolari & stato gia oggetto di stu-
dio [7], [8], 'importanza di provare la normality di O & stata messa
anche in evidenza dalla teoria degli ideali primitivi nell’algebra invi-
luppante di & (congettura di Dixmier, cfr.[1]).

Per maggiori dettagli su tali legami rinviamo al lavoro di Borho,
Kraft [1].

In questo lavoro ci proponiamo di provare, per X € (C),:

TrOREMA. Oy & una varietd normale, di Cohen-Macaulay e con
singolaritd razionali.

Una diversa dimostrazione di questo teorema apparira anche in:
KRAFT, PROCESI, Closures of conjugacy classes of Gl (n,C) are normal.
La dimostrazione qui data differisce dall’altra per due aspetti: da una
parte & notevolmente pill breve e non utilizza la teoria delle coppie
nilpotenti, d’altra parte non da informazioni altrettanto precise del-
l’altra dimostrazione. Abbiamo comunque ritenuto opportuno presen-
tare entrambe le dimostrazioni per alcune caratteristiche differenti
delle stesse.

Vorremmo infine fare due osservazioni:

1) Lo studio della singolaritd di Oy pud essere ricondotto al
caso in cui X ¢ nilpotente [1], pertanto ci porremo sempre in queste
ipotesi.

2) La teoria generale per un algebra di Lie & non é ancora ben
sviluppata, vi sono molti risultati nel caso dei gruppi classici. Fra
questi ve ne sono perd di negativi, esistono classi coniugate Oy (anche
con polarizzazione stabile) che non hanno Oy normale.

2. Alcuni risultati noti, schema della dimostrazione.

Sia X € M, una matrice n Xn che supporremo d’ora in poi nil-
potente (cf. § 1).
X & coniugata ad una matrice a blocehi di Jordan:

Jh1
I, 0
0

I

¢



Classi coniugate in Gl(n,C) 211

hy>h,>...>h, dove con J, denotiamo il bloceco ¢ x¢:

0 0 1
0

La partizione o: by >hy>...>h, determina la classe coniugata, che indi-
cheremo anche con C,. Noi indicheremo una partizione con un dia-
gramma, le cui righe hanno lunghezza h,, k,, ..., h, per esempio:

=6,4,2 2 2.

La partizione duale ¢: p,>p,>...>p, ¢ data dalle lunghezze delle
colonne cioé p; = # {j|k;>14}, nel nostro esempio

c: 6,4,2,2,2, o: 5,5,2,2,1,1.

Se X €0,, con le colonne di o possiamo determinare il rango di X°*

per ogni ¢ secondo la evidente formula: rk Xi= 3 p;.
i>i
Indichiamo con y,(c) il numero Y p;, uguale al rango di X',
i>i
Per la degenerazione delle orbite abbiamo il seguente:

TEOREMA 2.1 [5], [8]. i) O:c O, se e solo se y,(t)<y.(c) per ogni .
ii) Dim O, = n*— Y p; (P la partizione duale).

Il secondo fatto che vogliamo ricordare ¢ la desingolarizzazione
della varieta Q,. Questa ¢ ottenuta dal fatto che ’orbita O, é pola-
rizzabile, esiste un sottogruppo parabolico P di Gl (n, C) tale che,
se n ¢& il radicale dell’algebra di Lie di P la varietd G X, n fornisce
una risoluzione delle singolarity di O, (tramite il morfismo proprio
e birazionale z: (g, n) —g-n-g~). Ora, tramite la forma di Killing, si
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puod provare che G X,n non & altro che lo spazio totale del fibrato
cotangente di G/P. D’altra parte se X & una qualunque varieta liscia
e Y & lo spazio totale del suo fibrato cotangente I’esistenza della cosid-
detta misura di Liouville mostra che il fibrato canonico di ¥ & banale.
Ne segue che, per il teorema di Grauert-Riemenschneider, se si prova
che O, ¢ normale si ha anche [9].

TEOREMA 2.2. O, & Cohen-Macaulay con singolarity razionali.

Possiamo ora illustrare il metodo della dimostrazione. Sia & il
rango di X €0,, sappiamo che h = y,(6) =p,+ ps+ .... Sia ¢' la
partizione di k ottenuta da ¢ cancellando la prima colonna, ovvero
la partizione con colonne p; = p,, P; = Dy, ...y P;_1 = P;. La dimo-
strazione & per induzione su n, assumiamo quindi che O, sia nor-
male e quindi, da 2.2, anche di Cohen-Macaulay. Ora consideriamo
lo spazio M,,X M,, delle coppie (4, B) di matrici nXxh e hXn.
Abbiamo due morfismi canonici

Mnhx-Mh,n z > 'M"

dati da =(4, B)= AB, 9o(4B) = BA.

Entrambi i morfismi sono quozienti in senso debole. L’anello delle
funzioni dell’immagine di = (risp. g) coincide con l’anello degli inva-
rianti di M, ;X M, , sotto 'azione di Gl (k, C) (risp. Gl (n, C)) data da

X(4,B) = (AX-!, XB) (visp. Y(4, B) = (YA, BY-1)).

Questo teorema & noto come primo teorema fondamentale della teoria
degli invarianti (H. Weyl [12], cf. anche [3]).
Ora noi consideriamo la varieta N = @%(0y). N & chiaramente

invariante rispetto al gruppo Gl (k,C) poiché O, lo é. Noi prove-
remo:

i) @(N) = 0,, pertanto O, & quoziente di N tramite Gl (&, C)
(nel senso debole specificato precedentemente).
ii) Se #>2h il morfismo ¢ ¢ un morfismo di Cohen-Macaulay.
iii) In generale avremo dim N = dim O, 4 2nh — h2.

iv) N & non singolare in codimensione 1,
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Supponiamo per un momento che le affermazioni i),...,iv) siano
provate. La dimostrazione del teorema & pertanto la seguente:

Se n>2h da ii) e l’ipotesi induttiva segue che N ¢ di Cohen-
Macauay. Pertanto dalla iv) segue che N é normale e quindi da i)
anche O, & normale.

Se n < 2h si pud prima di tutto costruire ’analoga varietd N'C
C Myxn X Myxo. La varieta N & esattamente data da

N:N’f\ M"’hXthn

(ove le matrici M, , (risp. M, ,) sono immerse nelle My, , (risp. M ;)
estendendo con zero). Ora lintersezione data si ottiene imponendo
2(2h)h—2nh equazioni lineari poiché da iii)

dimN = dim 0, + 2nk—h* e dim N'= dim O, + 2(2h)h— he

si ha che N é una intersezione completa in N’ e pertanto N & ancora

Cohen-Macaulay, quindi come nel caso precedente segue che O, &

[
normale.
Procederemo ora alla dimostrazione dei quattro punti precedenti.

3. L’induzione fondamentale.

Proviamo ora il punto i).
Sappiamo da 2.1 che:

Oy = {Y|1k (Y) <yi0') = Prsa+ Piyat oo + i =
=Piet Piyat oo + 0= ‘}’i+1(0')} .

Consideriamo dunque (4, B) € N, ovvero (4, B)e M,, X M, , tale che
rk (BA)*<y;..(0), si ha allora per

n(A, B) = AB: rk (AB)*+' =1k (A(BA)‘B)<rk (BA)' = y,,,(0) .
Ne segue pertanto che 4B € O,. Pertanto per dimostrare che n(N) = 0,

bastera provare, poiché z & un quoziente e quindi 7(N) é chiuso, che
0,c 7(N).
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Ora sia X € 0,, X & un morfismo X: V—V, dim V=n. B facile
verificare, ponendo X in forma canonica di Jordan, che X ristretto

alllimmagine X (V) & una matrice di O, . Pertanto la coppia di mor-
fismi V%X(V) con B coincidente con X, A Vinclusione, & in N e

AB = X. Questo prova 'ultima asserzione.

4. Calcolo delle dimensioni delle fibre.

Sia ora m = dimU<n = dimV indichiamo, per semplicitd con
L(U, V) lo spazio delle trasformazioni lineari da U e V, con L(U) =
= L(U, U) e con

n: L(U, V) x L(V, U) > L(U)

la composizione. Abbiamo visto che = ¢ quoziente rispetto a Gl (V),
inoltre = & Gl (U)x Gl (U) equivariante per le azioni canoniche:

(01 92)(@, ¥) = (995", G19) » (915 92)0 = 1097 " -

Per ogni 7€ N definiamo

L(U)={pe LU)|tkp<i} e Lj(U)=L(U)—L._y(U).
L;(U) & una sottovarietd localmente chiusa di L(U), vogliamo stu-
diare il morfismo indotto 7; = 7|,-+(zy 0y X (Li(U)) — Ly ).

PROPOSIZIONE 4.1. Per ogni ¢ N le fibre di =; hanno tutte la
stessa dimensione, sia d(¢). Precisamente:

i) Per i>2m —n le fibre di z; sono ridotte, irriducibili, normali
e Cohen-Macaulay di dimensione d(¢) = 2mn — m?.

ii) Per i =2m—n—j, 0<j<2m—n si ha

(i) =2mn —m? 4 [%] [7——;—1]

([#] denota il massimo intero <x).
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Dimv. Sia
L=ILU,V)XLV,T),  LV,U)={peLV, U)rky=i}.

Sia re N, 0<r<m, e g€ L,(U), poniamo F = n~1(g). Consideriamo il
morfismo u: F — L(V, U) dato dalla proiezione

L—LV,U), (g, ) >

a) w(F) = {ye LV, U)|p(V)20(U)} quindi per ogni (¢, y)eF
si ha rky>r.

b) wF)N LV, U) = {yeL(V, U)lp(V)20(U) e dim p(V) =
=7+ i}, per 0<i<m—r.

Consideriamo

v u(F)NL,, (V, U)—>Gr,(U/o(U))

definita da 7: p — (V)/o(U) (Gr, la Grassmanniana). Allora v & suriet-
tiva con fibre irriducibili

T 7(po)) = {w € L(V, yo(V))|yp & suriettivo}

di dimensione

1) dim 771 7(y,) = n(r + ¢) .
¢) Da b e (1) si ha (per 0<i<m—r)
(2) dim (u(F) N L, (V, U)) = n(r + 4) + i(m—r—1) .
d) Per (y,, wo) € F abbiamo
w7l wo) = {p € L(U, V)lyo-¢ = @} X {po} == @0+ L(U, ker y) .
Queste fibre sono dunque irriducibili e di dimensione

(3) dim g u(@e, o) = m(n —rk y,) .
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e) La formula di dimensione (2) e le (3) implicano
(4)  dimpg(u@F)N L, (V, U))=n(r+1)+im—r—i)+
+mn—r—i)=mn+ (n—m)r + i(n—m—1)
per 0 <i<m—r da cui

(5) dimF:mn+(n—m)r—i—Mjg{(i(n——r——i)).

f) Sia ora r>2m—n. Allora
m—r
Max (i(n—r—i)) = (m—r)(n—m)
da cui dim F = 2mn—m? (per r>2m—mn).

g) Se r<2m—mn poniamo j=2m—n—r (0<j<2m—mn). Si ha
allora

m—r
Maxi(n—r—1) = to(n —r — 1)
i=0
con
n—rl _7
o5 = ]
da cui

1\?5} (((n—r—1) = (n— m + B]) (n— m + [7——;;{])

da cui la formula richiesta ¢ facilmente verificata.

h) Ora assumiamo r>2m—n. Allora dalla f)
dim F = 2mn — m?
per tutte le fibre F = u~'(g), o€ L,(U).

Poiché chiaramente F & data da m?® equazioni, questo implica
che F' ¢ una intersezione completa e pertanto Cohen-Macaulay.

1) Consideriamo

I'={(p,y)eLjrkg =m o rky = m}.



Classi coniugate in Gl(n,C) 217

L’ & aperto e denso in L, inoltre il morfismo x ¢ liscio nei punti di L'
poiché il differenziale di & ¢ chiaramente suriettivo nei punti di L'.
Questo implica che le fibre F' ¢& liscia nell’aperto F'= F N L'. Ora se
prendiamo F = u~'(9), o € L(U), r>2m —n sosteniamo che F,—
= F — F' ha codimensione >2 in F. Questo implica che F ¢& liscia
in codimensione 1 e pertanto dalle precedenti osservazioni F & nor-
male.

Per provare codim, F,>2 procediamo con le formule gia trovate.

Dato (@o, wo) €L con Tk (¢o-yo)>2m—n—1 vi & certamente un
peL(U, V) tale che tko =m e ¢-ypo= @y y,.

Questo implica (cf. d))

U u(@os o) N Fy 7(;/4‘1/»(%, %o)

per cui (¢, y,) €F, da cui

dim (”_lll't(p07 Wo) N Fo) <dim g u(@o, o) —1 .
Poiche F,Cu(u(F)N L, _,(V, U)) abbiamo come in e):

m—r—1

dim Fo<mn + (n—m)r + Mggz (in—r—i))—1=

= 2mn—mi—2 — (r— (2m—mn)) .

Ma per ipotesi r— (2m —n)>0 da cui si ha la formula desiderata.

j) Possiamo finalmente concludere che, dal criterio di Serre ([6],
Th. 5, 8, 6) e i risultati di &), j); F & normale.

Poiché = & quoziente rispetto ad un gruppo connesso le fibre di =
sono connesse, pertanto # & anche irriducibile.
Finalmente come conseguenza dell’analisi svolta abbiamo:

TEOREMA 4.2. Se dim V>2 dim U il morfismo
n: L(U, V)X L(V, U) - L(U)

& fedelmente piatto, normale e Cohen-Macaulay [(6], Def. 6.8.1).

Dm. Usando i risultati della Proposizione 4.1 basta provare che
7 & piatto. Poiché 7 & equidimensionale ((4),i)) questo segue da un
fatto generale ([6], Prop.15.4.2 (a) ~ (¢)). (Si potrebbe ugualmente
usare il « metodo dei coni associati » per provare la piattezza, cf. [1]).

15
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5. L’induzione fondamentale 2.

Siano ora in generale dati U, V con dim U =m<dimV=n e
consideriamo il morfismo di composizione

m: L(U, V)XL(V, U)—L(U) .
PRrOPOSIZIONE 5.1. Sia € L(U) un endomorfismo nilpotente tale

che dimkern<n—m. Supponiamo che O, sia normale e di Cohen-
Macaulay. Allora n~1(0,) & normale e di Cohen-Macaulay.

Dmu. a) Per ipotesi rk#>2m — n. Ne segue dalla 4.11) che n~1(0y)
é liscia in codimensione 1 e

dim n~Y(04) = 2mn —m?+ dim Oy .

b) Consideriamo X = O,— 0,. Dal Lemma 5.2 che proveremo
in seguito si ha

dim 7-1(0) < dim z—*(05) — 2
per ogni orbita O C X, da questo
dim 71 X <dim 7~1(0,) — 2

(poiché X ¢é unione finita di orbite).

¢) Da a) e b) segue che z*(0,) & liscia in codimensione 1 e che
dim 7~1(0y) = dim O, + 2mn — m? .
d) Definiamo V,=V + C% s =2m—n in modo tale che
dimV,=2m, sia L,=LU,V,)xLV,,U)2L.
Consideriamo il diagramma:

L,
b\

L—7-> I(U)



Classi coniugate in Gl(n,C) 219

Poiché 7, = dim V, = 2m = 2 dim U si ha, dal Teorema 4.2, che
77 (0y) & normale e Cohen-Macaulay ([6], Prop. 6.8.3 (i)) e

dim 77%(0y) = dim O, + 2mn,— m? .

Ora 77Y(0,) = a7 (0Oy) N L & dato da t = codim, L, = 2m(n, — n)
equazioni. :
Poiché ¢ = codim“l_l(aﬂ) 710y) (da (1) e (2)), ne segue che

7n1(0,) & di Cohen-Macaulay ([3], Cap. 0, Cor. 16.5.6).

Dal criterio di Serre ([6], Theorem 5.8.6) segue da c¢) che 7~1(Oy)
¢ anche normale.
Resta da dimostrare il lemma annunciato.

LeEMMA 5.2. Sia e L(U) un endomorfismo nilpotente con

dim kern<n—m .
Allora si ha

dim 7-1(0) < dim 7-1(0y) — 2

per ogni 5’ € Op— Oy.

Dmv. Consideriamo le partizioni duali associate ad %, %' siano
D1 = (P1y P2y -y Pm) © P = (D1, D3y .-, D;). Dalla Prop. 4.1 si ha

dim 7=3(04) = d(rk %) 4 dim O

e similmente per 7’. Dobbiamo mostrare che
(%) d(rkn') + dim O, <d(rk %) 4 dim 0,— 2 .
Poiché le orbite nilpotenti hanno dimensione pari, possiamo assumere
che rk (y') <rk () o, equivalentemente, che 4 = p;— p,> 0.

Dal successivo Lemma 5.3 abbiamo
1) dim 0,— dim Oy = Y p*— Y pi>A*+ 1.
Per ipotesi rky = m—dimkeryp=m—p,>2m—n da cui dalla 4.1

(2) d(rk ) = 2mn — m?.
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In modo analogo troviamo rk#n'=rkyp—A4>2m—n—A4 e dunque
dalla 4.1

(3) d(rky’) <2mn — m* + [g][

4+1
|

Da (1), (2), (3) finalmente segue che la diseguaglianza (%) ¢ una con-

seguenza di
A4 +1
2] <o

che si verifica facilmente non appena 4> 0.

LEMMA 5.3. Siano p'>p due partizioni di m e assumiamo che
A=p,—p,>0

20 —=2pi> A+ 1.

allora

DiM. Possiamo assumere una « condizione di minimalita ». Per
m m
. n " / . n Iy
ogni p'>p con p, =p, si ha D> p,°>3p’
1 1
Allora affermiamo che si avra

(%) Pi<p: per i>1.

Altrimenti, poniamo

Jjo= min {j>2|p; > ps}

Ji=max {j>jo|p; > p: per jo<i<j}.

Si ha allora
!
P <Pin1<p; << P;, .

Poiché p’>p questo implica
(2) E pz,‘ > 2 P

ed anche che p;<p;—1 per qualche j> j,.
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Definiamo

Allora (1) implica p; = p; ., = p; — 1>p; >p, per ogni j tale che j,<
<j<Ja-

Usando la (2) abbiamo
i j
(3) ;pi > ;pf per jy<j<js,
e
(4) p—1>p;>p,+1  per ji<j<j..

Cosi possiamo costruire una nuova partizione p” di m definita da

’

p; J7 J1sJas
p;‘I: p;1_1 j:jli
pi’n—l_l j:j2'

Segue da (3) che p">p. Poiché p; >p; + 2 abbiamo
>pi< ol

questo contraddice l’ipotesi di minimalita e prova ().

Ponendo A;= p,—p; per i>2, si ha 4,50 e > A4,= A.
Da cui i=2

gp?— Spi=2p, A+ A—32p, A+ S A A+ 1
1 2 2

(pi<p, e 4>0).
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