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Einleitung

0.1. Sei A eine endlich erzeugte (assoziative) Algebra iiber einem Korper k, und
sei V ein endlich-dimensionaler k-Untervektorraum, der A erzeugt. Wir nehmen
an, daBB A ein Einselement hat und daB3 V die Eins enthilt. Sei V" der von den
Monomen v,v,...1,, v;€ V, aufgespannte Unterraum von A. In dieser Arbeit wird
die Funktion dy(n)=dim V" studiert. Natiirlich hdngt diese Funktion stark von
der Wahl des Erzeugendensystems V ab. Aber es stellt sich heraus, daB3 ihr asympto-
tisches Verhalten fiir n— o0 bis zu einem gewissen Grade unabhingig von V und
daher charakteristisch fiir die Algebra ist. Um dies zu prizisieren, nennen wir
zwei Funktionen f(n), g (n) dquivalent, wenn es eine natiirliche Zahl m gibt,
so daB f(n) £ g(mn) und g(n) < f(mn) ist fiir fast alle ne N, und wir bezeichnen die
Aquivalenzklasse von f mit w(f). In der obigen Situation ist nun w(d,) eine
Invariante der Algebra A, die wir das Wachstum von A, kurz w(A4), nennen (1.6).

0.2. Ist zum Beispiel 4 eine nicht-kommutative freie Algebra, so hat 4 ,ex-
ponentielles* Wachstum, das heiBBt d,(n) wichst stets exponentiell mit n. Eine
kommutative Algebra A hat hingegen ,,polynomiales“ Wachstum: Die Funktion
dy(n) hiingt in diesem Falle fiir groBe n wie ein Polynom von n ab (Hilbert-Samuel-
Polynom), dessen Grad eine wohlbekannte Invariante der Algebra ist, namlich
die Krull-Dimension (3.2).

0.3. Die Gelfand-Kirillov-Dimension (kurz: GK-Dimension) DimA ist die
untere Grenze aller reellen Zahlen 7y, so daB dy(n) fiir n—oco hochstens wie n?
wichst (1.2, 1.7). Sie hangt nur von w(d,)=w(A) ab, ist also eine Invariante von A,
die im allgemeinen weniger Information enthilt, als die Wachstums-Invariante
w(A4). Im kommutativen Fall stimmt DimA mit der Krull-Dimension iiberein.
Im allgemeinen braucht sie aber nicht einmal eine ganze Zahl zu sein: Wir kon-
struieren fiir jede reelle Zahl y>2 eine Algebra 4 mit GK-Dimension Dim A=y
(2.11).

0.)4. Analog definieren wir die Superdimension DIM A als die untere Grenze
aller reellen Zahlen y, so daB d,(n) hochstens wiee” wichst (1.7). Zu jeder positiven
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reellen Zahl y<% konstruieren wir eine Algebra der Superdimension y (2.16).
Aus Dim A < oo folgt natiirlich DIM A=0, aber die Umkehrung gilt nicht: Wir
geben eine Algebra an, deren Wachstum durch n'°®" beschrieben wird (2.17).
Fiir eine Einhiillende Algebra einer endlich erzeugten Lie Algebra gilt hingegen
die folgende Alternative: Entweder ist die GK-Dimension endlich, oder die
Superdimension ist =1 (2.9).

0.5. Ahnliche Alternativen treten in anderem Zusammenhang auf: Eine
endlich erzeugte auflosbare Gruppe G hat entweder exponentielles oder poly-
nomiales Wachstum im Sinne von Milnor ([31, 32, 34]), d.h. ihre Gruppen-
algebra k[G] hat entweder exponentielles oder aber hochstens polynomiales
Wachstum in unserem Sinne (0.2, 2.6). Dieselbe Alternative gilt nach Tits [38],
Corollary 5, auch fiir endlich erzeugte lineare Gruppen. Und aus den Arbeiten
von Govorov ([19, 20]) uber die Poincaré-Reihe einer graduierten Algebra
([35], p- 103) kann man entnehmen, daB die Restklassenalgebra einer freien
Algebra nach einem durch endlich viele Monome erzeugten Ideal stets entweder
exponentielles oder polynomiales Wachstum hat (2.5, siehe auch 5.6).

0.6. Die Invariante Dim A wurde von Gelfand und Kirillov beim Studium
Einhiillender Algebren eingefiihrt [17] und erwies sich auf diesem Gebiet in-
zwischen als ein duBerst niitzliches Werkzeug, zum Beispiel bei der Klassifizierung
primitiver Ideale in [4] oder in [36]. Anwendungen auf Einhiillende Algebren
sind deshalb auch das Leitmotiv der vorliegenden Arbeit (2.7-2.9, 3.8, 5.4, 6.2-6.6,
§7).

Sei U=U(g) die Einhiillende einer endlich-dimensionalen Lie Algebra g.
Dann ist Dim U/I eine ganze Zahl fiir jedes Ideal I von U (5.4). Unser Haupt-
resultat ist der folgende ,,Geradzahligkeitssatz”: Ist g halbeinfach und komplex,
und ist das Ideal I primitiv, so ist Dim U/I eine gerade Zahl (7.1). Genauer gesagt
ist Dim U/I gleich der Dimension eines Orbits nilpotenter Elemente von g. Fiir den
Beweis dieses Satzes benutzen wir nur einen sehr kleinen Teil der vorangehenden
Ergebnisse dieser Arbeit. (Namlich §1, 3.1-3.2, 5.1-5.4; die Spezialfille 3.1f),
5.3 der Sitze 6.1 bzw. 5.5 werden zu diesem Zweck gesondert bewiesen.)

0.7. Beim Lokalisieren nach Oreschen Teilmengen bleibt die GK-Dimension
im Allgemeinen leider nicht erhalten (6.3, siehe aber 6.1, 6.2). Dieser oft recht
lastige Nachteil der Invarianten DimA veranlaBte Gelfand und Kirillov zur
Definition eines weiteren Dimensionsbegriffes, von dem man unter gewissen
Voraussetzungen nachweisen kann, daB3 er bei Lokalisierungen invariant bleibt
(vgl. [17, 23], sowie unser Satz 6.5). Fiir diese zweite Invariante, die in der Literatur
bisher ebenfalls (Gelfand-Kirillov-)Dimension genannt wurde, schlagen wir
deshalb den Namen Transzendenzgrad (Tdeg A) vor. In den Arbeiten von Joseph
werden die Invarianten Dim 4, Tdeg A, nebeneinander betrachtet, iiberwiegend
aber die letztere ([24, 25, 36]), wihrend die vorliegende Arbeit der ersteren ge-
widmet ist und auf den Transzendenzgrad nur im § 6 eingeht.

Konventionen

Im folgenden werden Algebren iiber einem festen Grundkorper k betrachtet.
Soweit nichts gegenteiliges gesagt wird, sind sie assoziativ und haben eine Eins.
Mit ,,dim" ist stets die Vektorraum-Dimension iiber k gemeint, oder — im §7 —
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auch die Dimension einer algebraischen Varietit iber k. Die Definition der
Invarianten Dim A, DIM 4, w(A4) (§1) nimmt Bezug auf den Grundkérper k;
sollen sie beziiglich eines anderen Grundkorpers (K) gebildet werden, so bezeichnen
wir dies durch einen Index (Dimy 4 etc.).

Ideale sind stets zweiseitig. Homomorphismen erhalten die Eins. Unsere
Konventionen und Notationen fiir graduierte bzw. filtrierte Algebren legen wir
zu Beginn der Paragraphen 4 bzw. 5 fest; fiir ihre elementaren Eigenschaften
verweisen wir auf [ 6]. Fiir Oresche Teilmengen (§6) verwenden wir die Terminologie
aus [2]. Mit N* (R*) bezeichnen wir die positiven natiirlichen (reellen) Zahlen.

§ 1. Zur Definition der Gelfand-Kirillov-Dimension

1.1. Ist A eine k-Algebra und sind U, V<A zwei k-Untervektorrdume, so be-
zeichnen wir mit UV den von {uvjue U, ve V} aufgespannten Untervektorraum
von A. Zum Beispiel ist V" der von den ,,Monomen vom Grad n*“ aufgespannte
Unterraum X kv,...v, (Summe iiber v, ...,v,e V), und wir setzen zudem V'=V
und V°=k-1=k. Der von den Monomen vom Grad <n aufgespannte Raum
Vo4 V4 V24 ..+ V" kann auch in der Form (k+ V)" dargestellt werden und
stimmt daher im Falle 1€ V mit V" iiberein. In jedem Falle biiden die Unterrdume
VO4+ V4. ..+ V" eine (aufsteigende) Filtrierung der Algebra A, die wir die
V-Filtrierung von A nennen. Sie ist ,ausschopfend” (d.h. ihre Vereinigung ist A4),
falls V die Algebra A erzeugt.

Definition. d,(n)=dim(V°+ V' +V2+ ...+ V") fiir ne N.

Damit erhalten wir fiir jede Algebra 4 und jeden endlichdimensionalen
k-Unterraum V CA . eine monoton wachsende zahlentheoretische Funktion
dy:N—N*. Im Falle 1eV ist sie durch d,(n)=dimV" gegeben. Da in jedem
Falle die V-Filtrierung mit der (V + k)-Filtrierung {ibereinstimmt und zudem
dy=d, ,, gilt, kénnen wir oft ohne Einschriankung (0.E.) 1€ V annehmen.

1.2. Definition. (Gelfand-Kirillov [17], §4). Die Gelfand-Kirillov-Dimension
(GK-Dimension) Dim, A oder Dim A einer AlgebraA ist gegeben durch

— 1
Dim A= sup lim M,
v n-w lOgn

wobei V alle endlichdimensionalen Unterréiume von A durchlduft.

Diese Definition soll zunichst begrifflich analysiert und in 1.7 neu formuliert
werden. Insbesondere wird sich zeigen, daBB das Supremum angenommen wird,
falls A endlich erzeugt ist: Man wiihle fir V einen endlichdimensionalen Unter-
raum, welcher A erzeugt (1.6).

1.3 Lemma. Seien W, V endlichdimensionale Unterrdume der Algebra A. Wird
dann A von V erzeugt, so gilt fiir ein geeignetes me N

dy(n) < dy(mn)

fiir alle ne N*.
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Beweis. Wir kénnen ohne Einschrankung 1eV und 1e W annehmen. Nach

Voraussetzung ist A= U V", und es gibt daher ein me N mit WCV™ Dann
nelN

gilt aber W"C V™ und insbesondere auch dim W"<dim V™. Qed.

1.4. Auf der Menge .# aller monoton wachsenden Funktionen f:IN-R*
definieren wir eine reflexive und transitive Relation < folgendermafBen:

f £ g < Es gibt ein me N mit f(n)<g(mn) fiir alle ne N* .
Wir erhalten damit eine Aquivalenzrelation = auf .#, gegeben durch
f=g=f=gundfzg.

Wir bezeichnen mit w(f)e.#/= die Aquivalenzklasse von fe M. Die durch die
Relation < induzierte Ordnung auf der Menge .#/= aller Aquivalenzklassen
bezeichnen wir mit <.

Beispiele. a) Sind f und g polynomiale Funktionen, so ist f =g genau dann,
wenn deg f =degg gilt.

b) Fiir reelles y=0 sei p, die Aquivalenzklasse der Funktion n—n’. Dann
ist p,+p; fir y=+9.

c) Fiir reelles ¢>0 sei e, die Aquivalenzklasse der Funktion n—e™. Auch
hier gilt wie unter b) e, +e, fiir e+p.

1.5. Lemma. Sei fe.#. Dann gilt:

a) Tim %’g—"—) — inf{yeR|f(n) <n fiir fast alle ne N}
= inf {ye Rjw(f) <p,}.
— loglog f(n) . c o
b) lim “loan = inf{ecR| f(n)<e™ fiir fast alle ne N}

= inf{eeR|w(f)=Ze,}.

Insbesondere hingen diese beiden Werte (€IRU{c0}) nur von der Aquivalenzklasse

w(f) ab.

Definition. Ist fe.#, so bezeichnen wir mit Dim f bzw. DIM f den durch a)
bzw. b) definierten Wert in RU{oo}. Ist ac.# /= eine Aquivalenzklasse und fea,
s0 setzen wir Dima =Dim f(bzw. DIMa=DIM f).

1.6. Aus Lemma 1.3 erhalten wir unmittelbar folgenden Satz:

Satz. Sind V und W endlichdimensionale Unterrdume der Algebra A und wird A
sowohl von V als auch von W erzeugt, so gilt w(dy,)=w(dy).

Dieses Ergebnis erlaubt uns, der Algebra A eine Invariante w(A) aus .#/=
zuzuordnen:

Definition Ist A eine endlich erzeugte Algebra und V < A ein endlichdimensionaler
Unterraum, welcher A erzeugt, so nennen wir w(A)=w(d,) das Wachstum von A.
Das Wachstum von A heifit polynomial (bzw. exponentiell), falls w(A)=p,, mit
me N (bzw. w(A4)=¢, ) gilt.
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1.7. Das Wachstum von A ist offensichtlich eine feinere Invariante der endlich
erzeugten Algebra A, als die Gelfand-Kirillov-Dimension DimA: Mit den in
1.5 eingefiihrten Bezeichnungen gilt Dim A = Dim w(4) (vgl. 1.2).

Neuformulierung der Definition 1.2. Die Gelfand-Kirillov-Dimension (GK-Di-
mension) einer Algebra A ist gegeben durch

a) Dim A=Dimw(A) falls A endlich erzeugt ist,
b) Dim 4 =sup {Dim B|BE A4 endlich erzeugte Unteralgebra}
im allgemeinen Falle.
In analoger Weise definieren wir die Superdimension DIM A einer Algebra A:

a’) DIM A=DIMuw(A) falls A endlich erzeugt ist,
b') DIM A=sup {DIM B|BC A endlich erzeugte Unteralgebra}

im allgemeinen Falle.

Bemerkung. Sind BC C endlich erzeugte Unteralgebren einer Algebia A,
so gilt w(B)<w(C). Im Falle einer endlich erzeugten Algebra A liefert daher b)
(bzw. b)) den gleichen Wert wie a) (bzw. a’)).

§ 2. Beispiele

2.1. Ist die Algebra A kommutativ und integer, so ist Dim A gleich dem Transzen-
denzgrad des Quotientenkiorpers von A iiber k ([23], p. 16; [17], p. 516).

2.2. Die Wachstumsinvariante einer Algebra A unterliegt gewissen Beschran-
kungen:

Behauptung. Ist A endlich erzeugt, aber nicht endlichdimensional iiber k, so gilt

pi Sw(4)<e, (Bezeichnungen von 1.3c)).

Beweis. Sei V<A ein endlichdimensionaler Unterraum, welcher A erzeugt
und die Eins enthdlt. Dann ist dy(n)=dimV"<dim(VR®V®...®V)=(dim V)",
und daher w(A4)=w(d,)<e,. Die Inklusionen in der Folge V°CV'CV?2C... sind
alle echt: Gilt V"=V"*1 so folgt V"= A und die Algebra wire endlichdimensional
im Widerspruch zur Annahme. Wir erhalten daher dy(n)=n und folglich w(4)=
w(dy)2p;. Qed.

2.3. Folgerung. Fiir jede Algebra A gilt

a) DimA=0 oder DimA21,

b) 0SDIMA<I.

Dabei gilt DimA=0 genau dann, wenn A lokal endlich ist (d.h. wenn jede
endlich erzeugte Unteralgebra von 4 endlichdimensional ist).

Ist A kommutativ und Dim 4 >0, so gibt es stets ein ,,transzendentes Element™
ac A, d.h. es gilt schon Dimk[a]=1. Fiir nicht-kommutative Algebren A gilt
dies jedoch im allgemeinen nicht (wegen der negativen Antwort von Golod-
Schafarewitsch auf das Kurosh-Problem, siehe z.B. [21], p. 187).
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2.4. Ist A die freie Algebra in zwei oder mehr Unbestimmten, so gilt w(A)=-¢,
und DIMA=1.

2.5. Sei A wie in 2.4, und sei I ein Ideal von A, das durch endlich viele Monome
in den Unbestimmten erzeugt wird. Dann hat 4/l entweder polynomiales oder
exponentielles Wachstum. Dies entnimmt man leicht aus einem Satz von Govorov
([19], Theorem 2). Die Aussage gilt im allgemeinen nicht mehr, wenn man un-
endlich viele erzeugende Monome zuldBt (siehe [19], Exercise 1, oder unser
Beispiel 2.10). Vermutlich gilt sie aber fiir groBere Klassen endlich-prisentier-
barer Algebren (vgl. 5.6).

Auch bei kleinem Wachstum braucht eine endlich prisentierte Algebra nicht
noethersch zu sein: Die Algebra A=k{X, Y}/{X? XYX,YXY) hat das ,kleinst-
mogliche* Wachstum w(4)=yp,, ist aber nicht noethersch ([20], p. 681).

2.6. Sei A=k[G] die Gruppenalgebra einer endlich erzeugten Gruppe G.
Die Gruppe G hat polynomiales (bzw. exponentielles) Wachstum im Sinne von
Milnor genau dann, wenn Dim A < oo (bzw. wenn w(4)=¢,) ist ([32], vgl. auch
[34, 31]). Ist G auflosbar, so gilt entweder Dim A< oo oder w(A)=¢,, wobei der
erste Fall genau dann eintritt, wenn G eine nilpotente Untergruppe von endlichem
Index besitzt [34].

2.7. Seien R=k[ X, X,, ...] der Polynomring in abzidhlbar vielen Unbestimm-
ten X; und 0 die durch 0X,;=X,,, festgelegte Derivation von R. Dann wird der
Schiefpolynomring ([2], 4.3) A=R[Y], durch X, und Y erzeugt. Ist P(n) die
Anzahl der Partitionen der natiirlichen Zahl n, so gilt fiir das Wachstum der
Algebra A: w(4)=w(P)=e,, und folglich DIMA=3.

2.8. Fiir jede (k-)Lie Algebra g ist Dim U(g)=dimg (vgl. [17, 23]). Zudem gilt
folgender Satz:

2.9. Satz. Sei g eine Lie Algebra. Dann ist entweder

DIMU(g)=0 oder 1<DIMU(g)<1,
wobei der erste Fall genau dann eintritt, wenn g lokal endlich ist.

Beweis. Wir konnen ohne Einschrdnkung g und damit auch U(g) endlich
erzeugt annehmen. Ist dann g endlichdimensional, so folgt nach 2.8 Dim U(g) < oo
und daher DIM U(g)=0. Im anderen Falle wihlen wir einen endlichdimensionalen
Unterraum LCg, welcher g erzeugt. Dann wird U(g) von V=k+L erzeugt,
und die Rdume L,=gn V" bilden eine echt aufsteigende Kette. Fiir jedes ne N
wiihlen wir ein x,e L, \ L, _,. Dann enthilt ¥ den Unterraum (k+ L,)" und damit
die 2" Monome x7'x%2...x0 mit m;=0, 1, welche nach Birkhoff-Witt k-unab-
hingig sind. Folglich ist dy(n?)=2" und daher dy(n)=2"""!fiir alle ne N*. Wir
erhalten insbesondere DIMd, >1. Qed.

Bemerkung. Die Schranken % und 1 lassen sich nicht verbessern (vgl. 2.4
und 2.7).

2.10. Das folgende Beispiel zeigt, daB das Wachstum einer Algebra ,,weit-
gehend willkiirlich” vorgeschrieben werden kann.

Satz. Sei f:R—R™* eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(i) die dritte Ableitung " existiert und erfullt 0L f"(t)<1 fur t>0,

(ii) w(f)>p,.

Dann gibt es eine Algebra A, erzeugt von zwei Elementen, mit dem Wachstum

w(A4)=w(f).
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[Mit w(f) meinen wir natiirlich w(f|y). Aus (i) folgt dann w(f)<p;.]

Beweis. Seien B=k{X, Y}/{Y)? und x, y die Bilder von X, Y in B. Setzen wir
V = kx + ky, so bilden die Monome x", x'yx/, xPyx4yx" mit n=i+j+1=p+q+r+2
;) und daher DimB=3.
Fiir jede Teilmenge Y CN* bezeichnen wir mit Iz das von den Monomen
yx™ 1y, me M, erzeugte Ideal in B, und mit V das Bild von V in By =B/l Dann
gilt

eine k-Basis von V". Wir erhalten daraus dim V"=1+n+ (

2

dimV"=%+g+l—H(n) (1)
mit
Hn)=dim(V'nlgp)= Y (n—m). ¥)]
Mom=<n

Ausgehend von f wollen wir nun I so wihlen, daf die Algebra By, das ge-
wiinschte Wachstum w(f) hat. Wegen der Voraussetzung (ii) diirfen wir f um
ein beliebiges Polynom vom Grade <2 abindern und konnen daher f(0)=
f(0)= f"(0)=0 annehmen. Die Ableitung der Funktion g(t)=t— f"(¢t) erfiillt
fiir >0 die Ungleichung 0<g()<1. Die Umkehrfunktion h=g~' existiert
daher und hat eine Ableitung > 1, erfiillt also h(t + 1) = h(t) + 1. Die ganzen Zahlen
m,=[h(i)] fir i=1, 2, ... bilden deshalb eine echt wachsende Folge. Wir erhalten
fur M= {m,, m,, ms, ...} folgende Abschdtzung von (2):

g(ny
Hw= Y (-m)z ¥ (k@) [ (1=
izl,m<n 1<5i<g(n) 1
> —n+ g(j") (n—h(t))dt = —n+ } g(t)dt
0 h(c)
2
=% —n—f(n).

und analog auf der anderen Seite

g(n) n
H(n)=g(n)+ (f (n—h(O)dt <n+ [ g(t)dt
0 ¢

n ’
=—2—+n—f(n).

Durch Einsetzen in (1) erhélt man
[dimV"— f'(n)|<2n fiiralle nz2.

Hieraus folgt leicht, daB der Unterschied von f(n) und dp(n)=dim Vogr ..+
dim V7" durch ein Polynom vom Grad 2 in n beschrénkt ist, also ein Wachstum
<p, hat. Wegen der Voraussetzung (i) gilt daher w(By)=w(dp)=w(f). Qed.

2.11. Folgerung. Zu jeder reellen Zahl y 2 2 gibt es eine endlich erzeugte Algebra
A mit DimA=y.

(Dies beantwortet unter anderem eine Frage in [25], 4.1))
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Beweis. Da der Polynomring A[X,, X,,...,X,] in m Unbestimmten die
Dimension Dim A+m hat, geniigt es, den Fall 2<y<3 zu betrachten. Dann
liefert 2.10 das gesuchte Beispiel: Man wihle f(f)=21¢" fiir t>1. Qed.

2.12. In der Definition 1.2 von DimA4 kdnnte man statt des limes superior
auch den limes inferior bilden und ihn etwa Dim A4 nennen. Mit 2.10 148t sich
leicht ein Beispiel mit Dim A+ Dim 4 konstruieren: Sei I; das Intervall [2/+1,
27*1—1]; wihle f in 2.10 derart, daB f"(t)=t"* bzw. t * gilt fiir tel,; bzw.
tel,;, , mit Konstanten 0 <o < ff < 1. Dann wird Dim4=3—fund DimA=3—a.

2.13. Eine Aussage vom Typ 2.11 gilt nicht mehr fiir endlich prisentierbare
Algebren:

Satz. Die Menge der reellen Zahlen Dim A, wo A die endlich prdsentierbaren
Algebren durchlduft, ist abzéhlbar.

Beweis. Ist k ein abzahlbarer Korper, so sind die Isomorphieklassen von
endlich prasentierbaren k-Algebren abzidhlbar (die freie k-Algebra in endlich
vielen Unbestimmten ist abzdhlbar und besitzt daher auch nur abzéhlbar viele
verschiedene endlich erzeugte Ideale). Ist nun k ein beliebiger Korper, so ist
jede endlich prisentierbare k-Algebra bereits iiber einer endlich erzeugten Er-
weiterung des Primkorpers von k definierbar, d.h. isomorph zu einer Algebra
der Gestalt A’®,k mit kK endlich erzeugt iiber dem Primkoérper und A’ endlich
prasentiert iiber k. Ein {iber seinem Primko6rper endlich erzeugter Korper ist
abzdhlbar, und die Menge der Isomorphieklassen solcher Korper ist ebenfalls
abzidhlbar. Unsere Behauptung folgt daher aus der Beziehung Dim(A'® k)=
Dim,A". Qed.

2.14. Fiir unsere letzten Beispiele bendtigen wir etwas Kombinatorik. Sei
M= {m,, m,, ...} eine Menge von natiirlichen Zahlen mit 1=m, <m,<m;<....
Wir bezeichnen mit pg(n) die Anzahl der Darstellungen der Zahl n als Summe
ry+ry+...4+r, von Zahlen r; <r, <...<r, aus M und setzen Pgy(n)= > peli).

isn

Lemma. Die Menge I sei unendlich.

a) Fiir alle ne Nist 2"< Pgy(n-m,) <(n-m,)*" <m?*".

= n

logm 1
S =t, It DIMPgp=—-.
logn o gt T 4t

n

b) Existiert der Limes lim

n—oo

Beweis. a) Die untere Abschitzung ergibt sich aus Y am,<n-m, fiir 0;=0, 1.
i=1

Die obere Abschitzung folgt so: In jeder Partition r,+r,+...+r,<n-m, mit
r;€ M gibt es hochstens n Summanden =m,. Da diese zudem <n-m, sein miissen,
kann man sie hochstens auf (n-m,)" verschiedene Weisen wihlen. Die Summe
der Summanden <m, hat die Form a;m, +o,m,+...+a,m, mit 0<o,<n-m,,
wobei o; die Anzahl der j mit r;=m; ist. Auch hier gibt es hochstens (n-m,)" ver-
schiedene Moglichkeiten. Zusammen erhalten wir daraus die erste obere Ab-
schidtzung und wegen n<m, auch die zweite.

b) Aus a) folgt
logn+loglog2 < log log Pgy(n-m,,) < logn+log4+log logm,
logn+logm, = log(n-m,) = logn+logm,

und damit b) durch Ubergang zum Limes. Qed.
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Beispiel. Wihlt man yeIR, y =1 und M = {[n"]|ne N}, so erhdlt man DIM Py, =
1

L+y°
2.15. Ist das Wachstum einer Partitionsfunktion Py, (2.14) groB genug — nim-

lich so groB, daB w(Pg)=w(P3,) gilt —, so kann man es als das Wachstum einer
endlich erzeugten Algebra realisieren:

Satz. Sei M eine Menge natiirlicher Zahlen mit 1€ MM, und sei A die Algebra
definiert durch die beiden Erzeugenden X und Y und die Relationen

() XY X=YX"'Yi=0 fur i=23,....

(i) XY"X=YX"Y=0 fiir me N"\M.

Dann gilt

a) DIM A=DIM Py,
und

b) w(Pyy) < w(A) <w(n’ Py(n)) .

Die Relationen (i) sind aus dem Beispiel von Govorov ([19], Exercise 1)
iibernommen.

Beweis. Sei V=k+kX+kYCA; dann bilden die foigenden Monome eine
Basis von V"

XPY" XY, YX? und YPX"Y"X". . X"Y?
mit
p-qeNNO, ry,..,reMN\O, p+ ) ri+q=<n

i=1
und

FErs..S

SSFSH2F 2. 2 2T

jt1=-- s—1="s

fir einen Index 1<j<s. Fiir p=g=1 haben wir noch Pg(n—2) Moglichkeiten
fir die r,. Dies liefert uns die untere Abschidtzung in

Poy(n—2)<dim V" =d,(n) < 2n* P3(n). (1)

Die obere Abschidtzung ergibt sich folgendermaBen: p und g sind <n, und die
Tupel (ry, 73, ...,r) und (rj7;,y, ..., ) kann man auf hochstens je Py(n) ver-
schiedene Weisen wihlen. Dies beweist (1) und damit auch b). Die Behauptung a)
folgt aus b) wegen DIM (n?- P3(n))= DIM Pg,- (1 Qed.

2.16. Zu jeder reellen Zahl ¢ mit 0 <e <% gibt es eine von zwei Elementen erzeugte
Algebra A mit DIM A=c¢.

. 1
(Wihle in 2.15 M= {[n"]jn=1,2, ...} mit y= - —1 und verwende 2.14.)

2.17. Es gibt eine von zwei Elementen erzeugte Algebra A mit Dim A= oo und
DIM A=0.

(Hierfiir nehme man in 2.15 die Menge M= {2"|ne N}; es gilt dann w(4)=
W(Pgp) = (n'**")!)
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§ 3. Elementare Eigenschaften der Gelfand-Kirillov-Dimension

3.1. Im Folgenden betrachten wir vorwiegend die Invariante DimA und
verzichten hdufig darauf, eine aus dem Beweis folgende prizisere Aussage {iber
das Wachstum w(A4) eigens zu formulieren.

Lemma. Zwei Algebren A und B seien gegeben; dann gilt :

a) DimA®B=Dim A4+ Dim B;

b) Dim A x B=max(Dim 4, Dim B);

c) DimA[X],=DimA+1 fiir jeden Schiefpolynomring ([2], 4.3) itber A;

d) Dim C<DimA fiir jede Unteralgebra und jedes homomorphe Bild C von A;

e) Dim(A/(I,n...n1,))= max DimA/I; fiir Ideale 1,C A;

1gjsr

f) DimS 'A=DimA fiir jede multiplikativ abgeschlossene Teilmenge S des

Zentrums von A, bestehend aus Nichtnullteilern in A.

Beweis. Wir konnen ohne Einschrinkung 4 und B endlich erzeugt voraus-
setzen, etwa durch die endlichdimensionalen Unterrdume USA und V B mit
1eU und 1eV.

a) AQBwird von W=U® 1+ 1®V erzeugt. Es gilt U"QV"CW2"CU*® V",
und folglich dy(n)-d(n) < dy(2n) <dy(2n)-dy(2n), also die Behauptung.

b) ¢)[25] und d) sind Klar.

e) braucht nur fiir r =2 bewiesen zu werden. Wegen der Einbettung A/(I{n1,)—
A/l x A/I, folgt die Relation ,,<* aus b), und ,,=* ist klar nach d).

f) Nur , <* ist zu zeigen. Zu jedem endlichdimensionalen Unterraum
W CS™ !4 gibt es einen ,,gemeinsamen Nenner®, d.h. ein se S mit sW C A. Sei nun
V=sW +ks+k; dann ist W"Cs™"V" und daher dy, <d,. Qed.

3.2. Satz. Sei A eine kommutative Algebra. Dann gilt :

a) Dim A ist eine natiirliche Zahl oder unendlich.

b) Ist A endlich erzeugt, so stimmt DimA mit der Krull-Dimension von A
iiberein.

c¢) DimA/I=DimA falls I aus nilpotenten Elementen besteht.

Beweis. Sei zunédchst A endlich erzeugt, also noethersch. Wegen 3.1e) geniigt es,
den Fall einer primédren Algebra 4 zu betrachten. Ist dann I= ]/6 das Nilradikal
von A, so besteht S = A \I aus Nichtnullteilern, und B=S""'4 ist lokal und artinsch.
Es gibt daher eine Zerlegung B=K@®m, wobei m das Maximalideal S~ 'I von B
und K eine Unteralgebra von B isomorph zum Restklassenkorper ist (vgl. [33],
I1, §4). Als K-Algebra ist B endlichdimensional; daraus folgt sehr leicht Dim B=
Dim K, und dies ist der Transzendenzgrad von K iiber k (vgl. 2.1 oder wende
Lemma 3.1c) und f) an). Nun ist einerseits Dim B=Dim 4 nach 3.1f) und anderer-
seits Dim K gleich der Krull-Dimension von A. Dies beweist b) und damit auch c)
fiir endlich erzeugtes 4. Im allgemeinen Fall folgen a), ¢) durch Ubergang zum
Supremum. Qed.
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3.3. Bemerkung. Man kann sich jetzt leicht iberlegen, daB3 das Wachstum w(A)
einer kommutativen Algebra 4 durch Dim 4 bestimmt ist, falls 4 endlich erzeugt
ist: W(A)=Pp;im 4 (1.4b)). Im nicht-endlich erzeugten Fall bleibt 3.2b) nicht richtig
(man nehme eine transzendente KoOrpererweiterung von k), ebensowenig im
nicht-kommutativen Fall (die Weyl-Algebra A, hat GK-Dimension 2n, aber
Krull-Dimension n [16]). Auch 3.2¢) gilt nicht allgemein: Im Beweis von 2.10
ist DimB=3, {(Y)3=0, aber DimB/{Y)=1.

3.4. Satz. Das Ideal I der Algebra A enthalte einen linken oder einen rechten
Nichtnullteiler von A. Dann gilt

DimA/I<DimA—1.

Beweis. Seien 7: A— A/I der kanonische Homomorphismus, xeI ein rechter
Nichtnullteiler und V<A ein endlichdimensionaler Unterraum mit 1e V. Fiir
jedes ne N sei D, ein Komplement von InV" in V". Dann induziert ? einen Iso-
morphismus von D, auf D,=V". Wir behaupten, daB die Summe D,+ D,x+
D,x*+ ...+ D,x™ direkt ist fiir alle me N: Ist ndmlich d, +d,x +d,x*+... +d,x" =0
mit d,eD,, so folgt dy=0 wegen xel, also dye D,nI=0. In unserer Relation
kénnen wir daher ein x rechts wegkiirzen und erhalten durch Induktion d,=
d,=...=d,=0. Aus

V2"2D,+D,x+D,x*+ ...+ D,x"
folgt nun
dimV?">=n.dimD,=n-dim V",
also
dy(2n)zn-dy(n) und Dimd,=Dimdy+1.

Hieraus folgt die Behauptung durch Ubergang zum Supremum iiber alle endlich-
dimensionalen V< A. Qed.

3.5. Korollar. Die Algebra A sei prim und links-noethersch. Dann gilt fiir jedes
Ideal 1+0:
DimA/I<DimA—1.

Beweis. Sei S die Menge aller beidseitigen Nichtnullteiler von A. Nach Goldie
besitzt A einen einfachen Quotientenring S™'A4, und es gilt daher InS+0 ([2],
2.10), d.h. I enthdlt einen Nichtnullteiler. Qed.

3.6. Korollar. Sei A eine links-noethersche Algebra mit endlicher GK-Dimension.
Ist dann J ein Ideal von A, und ist 1CJ ein Primideal mit Dim A/I=Dim A/J,
so gilt =J.

Beweis. Nimm I =0 an und verwende 3.5. Qed.

3.7. Korollar. Sei Io¢CI,¢...CI, eine Kette von Primidealen der links-noether-
schen Algebra A. Dann gilt DimA2r.

Bemerkung. Eine entsprechende Abschdtzung gilt bekanntlich auch fiir die
Krull-Dimension von Gabriel-Rentschler.
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3.8. Anwendungsbeispiel. (Char k=0) Sei A= U(g) die Einhiillende von g=sl(n, k)
und p C g die parabolische Unteralgebra der Matrizen mit letzter Spalte=0 (aufer-
halb der Diagonalen). Dann gilt fiir jedes nicht-minimale primitive Ideal J von A:

JnU(p)#0.

Fiir den Fall eines vollprimen J stammt dieses Resultat von Dixmier (vgl. [13],
6.4;[14]).
Beweis. Sei 1CJ ein minimales primitives Ideal. Dann gilt

Dim A/I=dimg—rangg=dimp

(benutze z.B. 5.4 und [11], Beweis von Theorem 8.4.4, oder auch [9], Theorem 10.4,
oder vgl. [5], 3.2). Wire nun U(p)nJ =0, so konnte man U(p) in A/J einbetten,
woraus man Dim 4/J = Dim U(p)=dim p = Dim A/l und damit Dim 4/J=Dim 4/]
erhielte. Nach 3.6 steht das im Widerspruch zur Nicht-Minimalitdt von J. Qed.

§ 4. Gelfand-Kirillov-Dimension graduierter Algebren

4.1. In diesem Abschnitt betrachten wir eine Algebra B mit einer Z-Graduierung
#B=(B,),.; durch endlichdimensionale k-Unterraume B; (d.h. B= ) B; und

ieZ
Bi'ngB'+j)'

4.2. Wir setzen B(n)= @ B; und dg4(n)=dim B(n) fiir ne IN.
4.3. Lemma. a) Es gilt Dim B< Dimd,,
b) Ist B endlich erzeugt, so gilt w(B)=w(d ), insbesondere also Dim B=Dimd.

Beweis. a) Jeder endlichdimensionale Unterraum V von B ist in einem B(m)
enthalten fiir ein hinreichend groBes m. Es gilt daher (V + k)< B(m)" < B(mn),
also dy(n) < dg(mn) und folglich w(d,) <w(dg), woraus die Behauptung folgt.

b) Im endlich erzeugten Fall wird B fiir ein hinreichend groBes m bereits von
B(m) erzeugt. Wir werden zeigen, daf3

B(m)"2B(n) fiir alle neN. (1)

Hieraus folgt dann w(d,)=w(dg) =w(d,) fiir V =B(m) (letzteres nach Teil a) des
Beweises) und somit die Behauptung.

Um (1) zu beweisen, gentigt es, B, < V" nachzuweisen mit V = B(m): Aus Sym-
metriegriinden folgt dann auch B_,C V" und durch Induktion nach n die Be-
hauptung. Da V ganz B erzeugt, ist jedenfalls B,C V" fiir ein r. Jedes Element b
von B, ist also Summe von Monomen v=v,-v,-...-v; mit homogenen v,eV,
s<r, und degv=n. Ohne Einschrinkung konnen wir dabei v;-v;,, ¢ V voraus-
setzen fiir 1<i<s (andernfalls ,verkiirzt* man die vorgegebene Darstellung).
Wegen degv= ) degv,=n>0 hat eines der v, positiven Grad. Dann miissen aber

alle v; positiven Grad haben: Wire degv;<0 und degv;,,;>0, so wire
|degv;-v;, ;| <max(degv;, degv;, ) Sm, was v;-v;, ;€ B(m)=V bedeuten wiirde im
Widerspruch zur Annahme. Nun folgt n=degv=degv, +...+degov,=s, also
ve V*C V" und daher auch be V". Qed.
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4.4. Ein Beispiel. Sei kzkogklckzg... eine unendliche aufsteigende Kette
algebraischer Erweiterungen von k vom Grad dimk;= f(i). Sei K= (] k; und

ieN
)

B= @ k;-X' die homogene Unteralgebra des Polynomringes K[X] mit der
i=0
induzierten Graduierung # = (k;- X*);.x. Dann ist Dim B= 1, aber Dimdgz=Dim f,
und das Wachstum von f kann natiirlich beliebig grof gewihlt werden.
Fiir nicht-endlich erzeugte B bleibt die Bezichung 4.3b) also nicht richtig,
nicht einmal fiir kommutative Integritdtsbereiche. Es gilt aber folgender Satz,
welcher spiter beniitzt wird (5.7, 6.5).

4.5.Satz. (Notationen 4.2). Ist die graduierte Algebra B kommutativ und endlich
erzeugt, und ist C< B eine homogene nullteilerfreie Unteralgebra mit der induzierten
Graduierung € =(CNB,);cz, so gilt

Dim C=Dimd, .
Beweis. Da C nullteilerfrei ist, kann es nicht alle minimalen Primideale p,,

P2 ... P, von B echt treffen: Denn wire O=a,e Cnp, fiir alle i, so stiinde
a,a,...a,e Cn () p;=CnRadB=0 im Widerspruch zur Nullteilerfreiheit von
1<ism

C. Da die p, homogen sind ([6], IV, §3, Proposition 1), kénnen wir B durch eines
der B/p;ersetzen, also o.E. B integer annehmen. — Man tiberlegt sich, daB entweder
der Fall B=B,[X, X '] vorliegt oder aber B;=0 ist fiir alle i <0 oder alle i>0.
Im ersten Fall hat B;=B,X' konstante Dimension und die Behauptung ist
trivial. Wir kénnen daher o.E. B;=0 fiir i <0 voraussetzen. — Nach 3.2 ist d=
DimB—Dim C eine natiirliche Zahl. Nach 4.3 ist Dim C<Dimdy,<Dimdgz=
Dim B, und die Behauptung gilt daher fiir d=0. Ist d >0, so kann man ein iiber C
transzendentes Element xe B, finden fiir ein passendes p. Sei C'=C[x] und
¢ =(C'nB), die induzierte Graduierung. Unsere Behauptung folgt durch In-
duktion nach d aus der Beziehung

Dimd, =Dimd,+1, (1)

indem man schlieBt: Dim C=Dim C' —1=Dimd, —1=Dimd,. Um (1) einzu-
sehen, bemerkt man, daB C;= C nB; die Summe der C,-x* ist mit r+ps=i und
r,se€ N. Man findet damit die Abschédtzungen

@ aw-xrccEme @ Cpn-x

O0<s<n 0<s=Zpn

(Notationen 4.2) und folglich
n-dg(n)<dg(pn)<(pn+1)-dg(pn)
also die Behauptung (1). Qed.

§ 5. Gelfand-Kirillov-Dimension filtrierter Algebren

5.1. Ist A eine Algebra mit einer (aufsteigenden) Filtrierung of =(A,);., durch
k-Unterrdume ...CA4;_,SA;CA4;,,€..., so bezeichnen wir mit gr A die assoziierte
graduierte Algebra, mit g2/ =(A;/A;_ )iz deren Graduierung und mit gr; den
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kanonischen Homomorphismus A4;—A;/A;_;. Fir jeden Unterraum V<A
bezeichnet gr V Cgr A die Summe aller gr(V nA4,). Man hat dann

(grV)'Cgr(V") firalle neNN,
woraus unmittelbar die Ungleichung
Dim gr 4<Dim A

Solgt. Wir wollen in diesem Abschnitt Situationen angeben, in denen sogar die
Gleichheit gilt. Speziellere Resultate zu dieser Frage findet man in den Arbeiten
von Joseph [23, 25] und in [17], Theorem 1.

5.2. Im folgenden betrachten wir eine Algebra A4 mit einer Filtrierung
& =(A)); <z durch endlichdimensionale Unterriume A;C A, deren Vereinigung A
und deren Durchschnitt 0 ist. Dann ist A;=0 fiir fast alle negativen i. Wir definieren
die Funktion d_, durch

d(n)=dim4,.

Fir alle hinreichend groBen n gilt dann d(n)=d,, ,(n) (Notation 4.2).

5.3. Beispiel. Ist VCA ein endlichdimensionaler Unterraum, welcher A
erzeugt, und ist o/ speziell die V-Filtrierung (1.1; setze A,=0 fir i<0), so ist
d ,=dy. Zudem wird in diesem Falle gr 4 durch W =grV = A,/A, erzeugt, so da3
auch d,, ,=dy gilt. Wir erhalten daher

dy=dy=d,, 4=dy und w(4)=w(dy)=w(dy)=w(grA),
insbesondere

DimA=DimgrA.

5.4. Korollar. Sei g eine endlichdimensionale Lie Algebra und I ein Ideal ihrer
Einhiillenden U(g). Dann gilt

Dim U(g)/I = Dim S(g)/gr I ,
und dies ist eine natiirliche Zahl.

Beweis. Sei g das Bild von g in 4=U(g)/I. Versehen wir U(g) mit der g-
Filtrierung und 4 mit der g-Filtrierung, so ist gr U(g)=S(g) die symmetrische
Algebra ([11], 2.3.7) und grA=S(g)/gr! daher kommutativ. Nach 5.3 gilt
Dim A=Dim gr 4 und nach 3.2 ist dies eine natiirliche Zahl. Qed.

5.5. Satz. (Notationen 5.2). Ist grA (und folglich auch A) endlich erzeugt, so
gilt

w(gr A)=w(4)=w(d,),
und insbesondere

Dim grA=Dim A=Dimd_, .

Beweis. Ist VC A ein endlichdimensionaler Unterraum, so gibt es ein peIN
mit VS A, und 4;=0 fiir i< —p. Hieraus folgt V"C A4, also dy(n)<d(pn), und
wir erhalten w(gr 4)<w(A4)<w(d,) (ersteres nach 5.1). Der erste und der letzte



Gelfand-Kirillov-Dimension 15

Term dieser Ungleichung sind aber gleich: w(gr A)=w(d,, ;) nach Lemma 4.3
und w(d,, ,)=w(d,) nach 5.2. Qed.

5.6. Vermutung. (Govorov). Kann man A so filtrieren, daf gr A endlich prd-
sentierbar ist, so hat A entweder polynomiales oder exponentielles Wachstum.

Aus der in [20] ausgesprochenen Vermutung wiirde nimlich mit Lemma 4.3
folgen, daB3 jede endlich prasentierbare graduierte Algebra B polynomiales oder
exponentielles Wachstum hat. Der Satz 5.5 impliziert dann obige Vermutung,.

Fiir Spezialfille ist die Vermutung bewiesen (siche hierzu 2.5). Der Satz 2.12
legt die Frage nahe, ob sogar fiir alle endlich prisentierbaren Algebren das
Wachstum entweder polynomial oder exponentiell ist.

5.7. Satz. (Notationen 5.2). Sei gr A endlich erzeugt und kommutativ. Ist A’ eine
Unteralgebra von A, derart daf} gr A' integer ist, und bezeichnen wir mit o' =
(ANA,});cz die induzierte Filtrierung auf A', so gilt:

Dim gr A'=Dim A'=Dimd,_,. .

Beweis. Aus dem Beweis von 5.5 geht hervor, daB die Ungleichungen Dim gr A’
=<Dim A4’ <Dimd,, fiir eine beliebige graduierte Algebra A’ richtig sind. Nun ist
aber d, =d,,, und nach 4.5 Dimd,,, =Dimgr A’, woraus die Behauptung
folgt. Qed.

§ 6. Gelfand-Kirillov-Dimension von Quotientenringen

6.1. Wir haben schon gesehen, daBl sich beim Lokalisieren nach Zentrums-
elementen die GK-Dimension einer Algebra nicht dndert (3.11)). Dies ordnet sich
folgender allgemeineren Tatsache unter:

Satz. Sei SCA eine kommutative, multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von
(zweiseitigen) Nichtnullteilern der Algebra A. Wir setzen zudem voraus, daf} sich
S von solchen Elementen xeS erzeugen lafit, fiir welche die innere Derivation
0.:arax — xa lokal-nilpotent ist. Dann gilt* :

a) S ist linke und rechte Oresche Teilmenge von A;

b) DimS !4A=Dim 4.

(Zur Definition der Oreschen Teilmengen vgl. [2], 2.1.)

Beweis. a) Dies folgt aus [3], 1.3 und 1.4.

b) Sei WCS ™ '4 ein endlichdimensionaler Unterraum mit 1€ W. Es geniigt,
Dimd, <Dim A nachzuweisen. Fiir W gibt es einen ,,Hauptnenner“, d.h. ein
seS mit sWCA. Nach Voraussetzung ist s=x;x,...x, mit x;eS und J,
lokal-nilpotent fiir 1<i<r. Das Erzeugnis TCS von x,, ..., X, ist ebenfalls eine
Oresche Teilmenge von A4, und wegen der Kommutativitit von S definiert
x=x, auf B=T ~'4 eine lokal-nilpotente Derivation d,. Wir argumentieren mit
Induktion nach r und brauchen daher nur noch Dim P~ 'B=DimB nachzu-
weisen mit P={1,x,x%, ...}: Wegen WCP™'B folgt dann ndmlich Dimd, <
Dim P~ 'B=Dim B= Dim 4, letzteres nach Induktion.

! Wie A. Joseph uns mitteilt, verallgemeinert b) sein Resultat [24], Theorem 3.3, iiber eine Weyl-
Algebra A=A,
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Wir konnen uns also auf den Fall r=1, d. h. s=x=x, beschridnken. Setzen wir
V=xWCA, so gilt fiir jedes meN und veV

m
xlo=Y dox T 4xT o o x T (1)
i<o

Ist m geniigend groB, so verschwindet nach Voraussetzung der letzte Term in
(1) und wir erhalten x !V CVx™ !+ ...+ Vx~™ Allgemeiner erfolgt daraus fiir jedes
se N

XTSVCVx S+ Vx s 14, 4 Vx—smt!
und damit

x"Sle‘SzV“_x—SrVg er—s+ er‘s—1_+_“‘+ er—s—rm+r
mit s=5;+5,+...+s,. Es gilt daher

Wr=(x"1VyCV"x "+ V"x " 14 4 VxT™
=(V"x" "4+ V'x+V)x™™
ngn,x—mn

s

letzteres wegen xe V. Es folgt dim W”<dim V™, also w(dy)<w(dy) und damit
Dimdy £Dimd, <DimA4. Qed.

6.2. Den obigen Satz koénnen wir zum Beispiel in folgender Situation an-
wenden: 4=U(g) ist die Einhiillende einer endlichdimensionalen Lie Algebra
und S¢ Zentrum(U(n)), wobei nCg eine ad,-nilpotente Unteralgebra ist ([3],
24).

6.3. Fir beliebige Oresche Teilmengen SCA ist der Satz 6.1 im allgemeinen
falsch: Lokalisiert man die Weyl-Algebra A, beziiglich ihrer beiden (iiblichen)
Erzeugenden, so erhoht sich im Falle Char k=0 die GK-Dimension von 2 auf 3
([25], 4.1). Wir geben hierzu noch ein weiteres Beispiel:

Satz (Chark=0). Sei h ein halbeinfaches Element der endlichdimensionalen Lie
Algebra g. Sei E' (bzw.) E) die additive Unterhalbgruppe (bzw. Untergruppe)
von k, welche von den Eigenwerten von adgh erzeugt wird, und sei S’ (bzw.S) die von
allen h—a mit aeE' (bzw. € E) erzeugte multiplikative Teilmenge von U(g). Dann
gilt:

a) §' (bzw. S) ist die kleinste linke (bzw. kleinste zweiseitige) Oresche Teil-
menge von U(g), welche h enthdlt.

b) Dim S ~'U(g)=DimS ~'U(g)=dim g+ Rang,E .

Beweis. a) S’ (bzw. S) ist linke (bzw. zweiseitige) Oresche Teilmenge nach
[3], 1.4. Wir wihlen eine Basis y,, ..., y, von g bestehend aus h-Eigenvektoren,
haben also [k, y;]=¢;y; fiir alle i mit ¢;ek. Wir konnen annehmen, da} y,=h
(also g,=0) ist und daB ¢,, ..., ¢ mit r=Rang,E eine maximale Z-unabhangige
Teilmenge von E bilden. Wir erhalten dann zunichst y;h~ ! =(h—¢;)~'y; und daher
fiir jedes Monom y™= ynoy™ . y™ m=(m,,...,m)e N°"', und jedes ack:

y'th—a) '=th—a—me,—...—me) ™ *-ym. (1)
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Da die kanonische Abbildung k(h)®;,U(g)—k(h)-U(g) injektiv ist ([3], 3.5),
folgt aus (1), daB jede linke Oresche Teilmenge, welche h enthilt, auch S’ ent-
halten muB. Ganz entsprechend sieht man, daB jede zweiseitige Oresche Teil-
menge, welche h enthélt, auch S enthalten muB.

b) Wir bezeichnen mit E,CE' diec Menge aller i m;e; mit m;<n, m;eN..
Sei V=k+g, und sei W Ck(h)U(g) ein Unterraum deri =(ij)estalt

W=kh—a,) '+...+k(h—a)" ', woek.
Aus (1) folgt dann (durch Partialbruchzerlegung)

V+wyc Z k(h—a;—e)~ "~ V"

Jrise

<Y kth—o;—e) ™" V",
Js€

wobei die Summationen iiber e€E,, 1 <j<t bzw. iiber 0<i<n zu erstrecken sind.
Hieraus folgt dy, , w(n)<t-|E,|-d(2n) und damit

Dim S~ 'U(g)<dimg+Rang,E .

Fiir den Beweis der entgegengesetzten Ungleichung wihlen wir W =kh™!. Dann
enthdlt (V + W)**! die Monome

YthlyP= (h—Z migi)_l'ym'yIJG(h—; ml-si)_‘y"‘“’.{.k(h).]/lm“pl—l )

wobei m, pe N°*! und |m+p|:=) m;+ ) p;<nist. Beschrinken wir uns auf die m
mit my=0, m,,,;=...=m,=0, so sind die Elemente ) mg,eE verschieden fiir

verschiedene m, und daher sind nach Birkhoff-Witt und nach ([3], 3.5, 3.6) die
Monome (2) linear unabhingig. Thre Anzahl wichst mit n offensichtlich wie
n"*s*1 Daher gilt

Dimdy , y2r+s+1,
und die Behauptung folgt. Qed.

Bemerkung. Aus dem obigen Beweis geht hervor, daB die Aussage b) des Satzes
richtig bleibt, wenn man fiir S das Erzeugnis aller h—a, aek wihlt.

6.4. Der Satz 6.3 zeigt, daB die Betrachtung der Invarianten DimA un-
zweckmiBig werden kann, sobald Lokalisierungen ins Spiel kommen: Im allge-
meinen diirfte die GK-Dimension beim Lokalisieren vollig unkontrollierbar an-
wachsen. Dieses Phanomen gibt dazu AnlaB, nach einer Invarianten zu suchen,
welche sich — etwa wie der Steinitzsche Transzendenzgrad im kommutativen
Fall — beim Lokalisieren nicht dndert.

Definition (Gelfand-Kirillov [17]). Der Transzendenzgrad Tdeg A einer Algebra
A ist definiert durch

Tdeg A = sup inf Dim k[bV],
v b
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wobei b die Nichtnullteiler von A und V die endlichdimensionalen Unterrdume
von A durchlduft. (Firr eine leicht modifizierte Definition vergleiche Joseph
[25])

Offensichtlich ist TdegA<DimA, und zudem hat die Invariante TdegA
die Eigenschaft, beim Lokalisieren nach Oreschen Teilmengen hochstens abzu-
nehmen (multipliziere mit einem ,,gemeinsamen Nenner“ b). In gewissen Fillen
(6.5) kann man sogar zeigen, dal} sie invariant bleibt beim Lokalisieren und
insofern den Namen ,,Transzendenzgrad“ tatsidchlich verdient. Im kommutativen
Fall sind T degA, DimA und der iibliche Transzendenzgrad offensichtlich ein
und dasselbe.

Man muB} aber darauf hinweisen, dal dieser Vorteil der ,,.Lokalisierungsin-
varianz“ mit einem schwerwiegenden Nachteil bezahlt wird: Fiir Unteralgebren
BZC A ist noch vollig offen, ob T'deg B<TdegA gilt (vgl. hierzu die interessanten
Resultate in [23]). Dies 148t die Invariante Dim A fiir viele Anwendungen vor-
ldufig noch geeigneter erscheinen.

6.5. Satz. Seien g eine endlichdimensionale Lie Algebra und A eine Unter-
algebra einer Restklassenalgebra von U(g). Die natiirliche (g-) Filtrierung auf
U(g) induziert eine Filtrierung auf A. Ist dann gr A nullteilerfrei, so gilt :

a) A besitzt einen linken und rechten Quotientenschiefkorper Q(A);

b) TdegQ(A)=TdegA=DimA4;

¢) TdegS™'A=TdegA fiir jede Oresche Teilmenge SC A.

Beweis. Mit gr A ist auch A4 nullteilerfrei. Die Existenz von Q(A4) ergibt sich aus
dem folgenden Satz 6.6 wegen Dim A <Dim U(g)=dimg, also DIM 4 =0. Natiir-
lich ist Q(A) auch linker Quotientenschiefkorper von S™'A fiir jede Oresche
Teilmenge SCA, und wir erhalten daraus TdegQ(A)<TdegS™'A<DimA.
Zu zeigen bleibt daher nur noch TdegQ(A4)=Dim A. Die nullteilerfreie Algebra
grA ist kommutativ als homomorphes Bild einer Unteralgebra von gr U(g)=
S(g), und nach [23], 2.2 (vgl. [17], Lemma 4) gibt es eine natiirliche Filtrierung
(Q1)icz von Q(A) mit Q;nA=A; und mit grQ(A4)< Q(gr A) in kanonischer Weise.
Ist nun VCQ(A) ein endlichdimensionaler Unterraum und beQ(A), b+0 be-
liebig, etwa beQ;\Q,_,, so erhalten wir gr(bV)2b-gr V (5.1) mit b :=gr,(b)e gr Q(A).
Hieraus folgt (5.1)

gr(bV))2(grbV ) 2(b-gr Vy'=b"(gr V), also

dyy(n)=dim(k+bV)"=dim((b V) =dimgr(bV)") = dimb"- (gr V)"=dim(gr V)", letz-
teres, weil b ein Nichtnullteiler in grQ(4) ist. Geben wir nun ein W<grA be-
liebig vor, so finden wir ein VCACQ(A) mit grV=W und es gilt daher
i?f Dimk[bV]=Dimk[W], falls 1eW. Es folgt TdegQ(A)=DimgrA, und

Dim gr A=Dim A gilt nach 57. Qed.

Bemerkung. Die Aussagen a)—) wurden schon von Gelfand-Kirillov [17] be-
wiesen fiir die Spezialfille A = U(g), 4 = A, (Weyl-Algebra), oder allgemeiner, wenn
grA ein Polynomring ist. Einen allgemeineren Spezialfall beweist Joseph ([23],
2.5), unter Verwendung seiner modifizierten Definition des Transzendenzgrades.
Fiir den schwierigeren Teil seiner Uberlegungen (Dim gr A< TdegQ(A4)) ver-
wendet er eine Methode von Bernstein [1], an deren Stelle wir hier 5.7 ange-
wendet haben.
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6.6. Satz. Jede nullteilerfreie Algebra A mit Superdimension DIM A<1
besitzt einen linken und rechten Quotientenschiefkérper.
[Dies scheint selbst fiir Unteralgebren von A, oder U(g) mit dimg<oo neu zu
sein. ]

Beweis. Ist etwa die linke Ore-Bedingung nicht erfiillt, so gibt es x, ye A\0 mit
AxnAy=0. Hieraus kann man leicht schlieBen, daB die Unteralgebra
B=k[x, y]CA frei von x und y erzeugt wird ([22, 28], vgl. auch [7], 2.4), also
Wachstum w(B)=¢, hat. Erst recht ist daher DIMA=1. Qed.

6.7. Der vorangehende Satz ist ein Beispiel dafiir, dal die Kenntnis der
Gelfand-Kirillov-Dimension einem manchmal das Verifizieren der Oreschen
Bedingungen ersparen kann. Im folgenden Satz Teil a) geben wir noch ein weiteres
Resultat in dieser Richtung. Die Teile b) und c) sind auf eine Anwendung in [5]
zugeschnitten. Wir setzen B=B\0 fiir jede Algebra B.

Satz. Sei A eine nullteilerfreie Algebra mit endlicher Gelfand-Kirillov-Dimen-
sion, und sei B eine Unteralgebra von A mit derselben Gelfand-Kirillov-Dimension.
Dann gilt :

a) B ist eine (zweiseitige) Oresche Teilmenge von A.

b) Ist A endlich erzeugt, so ist der Quotientenring B~'A(=AB~") endlich-
dimensional als linker und als rechter Vektorraum iiber dem Quotientenschiefkérper
von B.

¢) Inder Situation von b) ist B~ ' A bereits der volle Quotientenschiefkérper von A.

Beweis. a) Wir nehmen an, daB3 etwa die linke Oresche Bedingung verletzt sei.
Es gebe also x € Bund y € A mit Byn Ax =, das heiBt mit Byn Ax=0. Die Summe
By + Ax ist also direkt. Da die Rechtsmultiplikation mit x eine injektive Abbildung
von A ist, muB} auch die Summe Byx+ Ax? direkt sein. Da diese Summe ganz
in Ax enthalten ist, trifft sie By nicht, so daB auch By+ Byx+ Ax? eine direkte
Summe ist. Wiederholt man diesen Schlul beliebig oft, so erhidlt man die
Direktheit der unendlichen Summe By+ Byx+ Byx?+ Byx*+.... Sei nun WCB
ein endlich dimensionaler Unterraum mit 1 € W. Mit V: =W + kx + ky hat man

V2" 2 Whkx +ky)' 2 Wy 4+ Whyx+ Wyx?+ ...+ W"yx" 1.
Da diese Summe direkt ist, ergibt sich hieraus

dimV?"=zndimW" fiiralle neN.

Folglich muB Dim 4 > 1+ Dim B sein. Das beweist a).

b) Sei V' C A4 ein endlichdimensionaler Unterraum, der A4 erzeugt und die Eins
enthilt. Mit K bezeichnen wir den Quotientenschiefkdrper B~ !B von B, der ja
nach 6.6 (oder auch nach a)) existiert. Fiir jedes ne N bezeichne r(n) die
K-Dimension des von V" in B~ 'A erzeugten linken K-Vektorraumes KV".
Diese K-Unterrdume schopfen B-'A=KA aus, denn die V" schopfen A4 aus.
Es gibt daher nur zwei Moglichkeiten: Entweder wichst die Folge r(n) streng
monoton oder es ist A=KV" fiir ein ne N. Im letzteren Falle sind wir fertig.
Nehmen wir also an, daB der erste Fall vorliegt!

Wir fixieren eine K-Basis ey, e,, ..., €, von K¥". Ohne Einschrankung kénnen
wir diese e; schon aus V" nehmen. Fiir jeden endlich-dimensionalen Teilraum W
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von B gilt nun
(V+WYP"2W 'V 2Wre, + We,+...+ W, .

Da die ¢; insbesondere B-unabhingig sind, ist diese Summe direkt. Also erhilt
man folgende Dimensions-Abschétzung:

dim(V + W)?" 2 r(n)dim W" 2 ndim W".

Die zweite Ungleichung gilt, weil r(n) streng monoton wachst. Da der Unterraum
W beliebig gewihlt werden darf, folgt aus dieser Abschitzung direkt

DimA=1+DimB,

im Widerspruch zur Voraussetzung. Dies beweist b).

c) Sei 0#xe KA beliebig gegeben. Die Rechtsmultiplikation mit x ist eine
injektive K-lineare Abbildung von KA in sich. Da KA nach b) endliche
K-Dimension hat, ist sie auch surjektiv. KA ist daher ein Schiefkérper und die
Behauptung folgt. Qed.

6.8. Bemerkungen.

1) Wie aus dem Beweis hervorgeht, kann man im Satz 6.7 die Voraussetzung
»2DimA=DimB<oo“ durch die schwichere Voraussetzung ,DimA<1+
Dim B < o0 ersetzen. Fiir die Teile a) und b) des Satzes 148t sich auBerdem die
Voraussetzung ,,A nullteilerfrei“ abschwichen zu ,,B besteht aus Nichtnullteilern
von A“.

2) Mit Hilfe des Satzes 6.7 und einigen weiteren Uberlegungen vom gleichen
Typ kann man folgendes Resultat beweisen:

Ist B eine kommutative Unteralgebra der nullteilerfreien Algebra A, so gilt
entweder Dim A=Dim B oder Dim A=1+ DimB.

Wir mochten noch auf folgende merkwiirdige Tatsache aufmerksam machen,
welche unmittelbar aus diesem Resultat folgt:

Uber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k gilt fiir jede nullteilerfreie
k-Algebra A=k entweder Dim A=1 oder Dim A >2.

§ 7. Der Geradzahligkeitssatz

7.1. In diesem Abschnitt setzen wir k algebraisch abgeschlossen und von der
Charakteristik 0 voraus.

Satz. Seien g eine halbeinfache Lie Algebra, G die adjungierte Gruppe und I ein
primitives Ideal der Einhiillenden U von g. Dann gibt es ein nilpotentes Element xe g,
derart daf3

DimU/I=dimGx,
die Dimension des G-Orbits von x, ist. Insbesondere ist Dim U/I eine gerade Zahl.

Bemerkungen. 1) Nach 5.4 ist Dim U/I ohnehin eine ganze Zahl.
2) Im Falle einer nilpotenten — und allgemeiner einer algebraischen auflos-
baren — Lie Algebra g hat man fiir die primitiven homomorphen Bilder U/I einen
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genaueren Struktursatz (siehe z. B. [2], 8.3), aus dem auch die Geradzahligkeit von
Dim U/I hervorgeht (verwende hierzu 6.1). Ein dhnlicher Struktursatz konnte im
halbeinfachen Fall bisher nur in Spezialfdllen bewiesen werden (fiir minimale I
[9], fiir Josephs Ideal I [27], fiir vollprime I im Falle ¢ vom Typ A, [13] oder
B, [4]). Vielleicht 148t sich die Geradzahligkeit von Dim U/I ganz allgemein
durch eine genauere Strukturaussage iiber U/I erkldren.

Beweis. Beziiglich der g-Filtrierung ist grU=S(g)=:S die symmetrische
Algebra. Mit Hilfe der Killing-Form auf g fassen wir S als den Ring der
polynomialen Funktionen auf g auf und bezeichnen mit V(J)Cg das Nullstellen-
gebilde eines Ideals J von S(g). Die Ideale I von U und grI von S sind beziiglich der
adjungierten Operation g-stabil und damit G-stabil ([2], 12.3). Deshalb ist V(grI)
G-stabil, also Vereinigung von G-Orbiten. Sei ¢ CV(grl) ein Orbit maximaler
Dimension. Wir werden zeigen, daBB dim @ =dim V(grI) ist. Nach 5.4 und 3.2b)
erhalten wir dann

Dim U/I=DimS/grI=dim V(gr[)=dim0 . (N

Wir bezeichnen mit ?: U—U/I=A4 und ?: S—S/grI = gr A= B die Restklassen-
homomorphismen, mit Z=U® das Zentrum von U und mit Y =S° den g-Inva-
riantenring von S. Wegen der vollen Reduzibilitdt der adjungierten Operation
von g ist Z=A°% das Zentrum von A und Y=B® der g-Invariantenring
von B ([11], 4.2.5). Aus dem gleichen Grunde sind die Vektorrdume

A,=(k+9)" und B,=grA4,= P A;/A;_, isomorphe g-Moduln fiir alle ne N.
i=0

Insbesondere ist 4B als g-Moduln. Da nun I primitiv vorausgesetzt ist, gilt
A%=Z=k nach Duflo ([11], 8.4) und folglich auch B®=Y=k. Das Ideal
m=Yngrl ist daher ein Maximalideal von Y. Da andererseits gr I ein homogenes
Ideal von S ist, kann es sich bei m nur um das Maximalideal der invarianten
Polynome ohne konstanten Term handeln. Nach Kostant ist nun V(mS)Cg die
Menge der nilpotenten Elemente von g, und diese besteht nur aus endlich vielen
G-Orbiten ([11], 8.1.3). Wegen grI2mS ist deshalb V(grI)CV(mS) ebenfalls
Vereinigung endlich vieler Orbiten Gx,,..., Gx, nilpotenter Elemente Xx;e g.
Hat etwa Gx,; maximale Dimension, so gilt dim V(grI)=dim Gx,. Damit sind (1)
und die Hauptaussage des Satzes bewiesen. Fiir die zweite Aussage erinnern wir
daran, daB die Orbitdimension eine gerade Zahl ist: dimGx=dimg—dimg*
(g*=Zentralisator von x), und diese Zahl ist gerade als Rang einer alternierenden
Bilinearform (vgl. [11], 1.11.3). Qed.

7.2. Korollar. Die Lie Algebra sei einfach vom Rang r und das primitive Ideal
I1CU habe unendliche k-Kodimension. Dann gilt

DimU/I=2r.

Beweis. Aus dem Satz folgt Dim U/I 2Min {dim Gx|x € g} =2m mit m ganz,
und m>r ist bekannt (siche die Liste fiir m in [26], Table 1 und vergleiche [27],

Lemma 3.1.). Qed.
Das Korollar folgt iibrigens auch direkt aus 5.4 und 3.2b).

Bemerkungen. Die Abschitzung Dim U/I=2m aus obigem Beweis ist meist
besser als die im Korollar gegebene: Im Falle g vom Typ Eg ist z B.
2m=758> 2r=16. Diese Dimensionsabschidtzung kann man iibrigens durch eine
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genauere Aussage ersetzen: Es gibt eine Unteralgebra a Cg der Dimension 2m mit
U(a)nI=0 [also U(a)C U/I]. Dies soll an anderer Stelle ausgefiihrt werden.

Welche Werte dim Gx annehmen kann, geht fiir konkrete Fille aus den
Arbeiten von Kostant ([30], Corollary 3.7) und Dynkin ([15], Chapter III) hervor.

7.3. Korollar. Seien g=sl(3, k), X die Menge der primitiven Ideale von U = U(g)
und n:X->MaxZ, n(I)=InZ, die kanonische Projektion auf das maximale
Spektrum des Zentrums Z von U ([11], 8.4). Enthdlt dann eine Faser m~ '(m)
(me MaxZ) kein endlich-kodimensionales Ideal, so enthdlt sie hichstens zwei
primitive Ideale.

Die Menge X 148t sich damit auBerhalb der im Korollar ausgenommenen
Fasern vollsténdig beschreiben: Es muf sich bei den (ein oder) zwei Idealen der
Faser ™ '(m) um diejenigen handeln, welche man durch ,,Induzieren* aus endlichen
Darstellungen parabolischer Unteralgebren erhdlt (siche dazu [8], Proposition 2).

Beweis. Nach Dixmier [12] enthidlt =~ '(m) ein kleinstes und ein groBtes
Element I bzw. J. Das minimale primitive Ideal I hat GK-Dimension Dim U/I =
dim g—rang g=6. Nach Voraussetzung ist Dim U/J >0, nach 7.2 also Dim U/J = 4.
Sei nun I' e n~ !(m) beliebig; dann ist ICI'CJ, also

6=DimU/I=DimU/I'=2DimU/J = 4.

Wegen der Geradzahligkeit folgt daraus Dim U/I'=Dim U/l oder DimU/I' =
Dim U/J und damit I'=1 oder I'=J nach 3.6. Qed.

74. Man kann den Geradzahligkeitssatz wie folgt auf Primideale verallge-
meinern:

Satz. (Voraussetzungen 7.1). Ist J ein Primideal von U=U(g), U=U/J die
Restklassenalgebra und K der Quotientenkorper des Zentrums Z von U, so gibt es ein
nilpotentes Element x € g mit

Dimg UK =dim Gx .

Beweis. Da J prim ist, ist Z integer, so daB wir vom Quotientenkorper K
sprechen konnen. Sei @ die Komposition der kanonischen Homomorphismen

U(g®,K)S3U(9)®, K- U®,K/J®,K3U®,K-UK.

Seien L ein algebraischer AbschluB von K, g; =g®,L, ¥ : U(g,)—» UK ®yL der
durch @ induzierte Homomorphismus und I=Ker ¥. Nehmen wir als Grund-
korper L, so hat die Restklassenalgebra U(g,)/I = UK®L triviales Zentrum L.
Wir konnen daher 7.1. anwenden (im Beweis von 7.1. wird nur benutzt, dal
die Restklassenalgebra U/I triviales Zentrum hat!) und erhalten

Dimy UK = Dim; UK® gL =Dim, U(g,)/I =dim G x

fiir ein nilpotentes Element x € g, (denn G, =G®,L ist die adjungierte Gruppe

zu g;). Nun kan man sich iiberlegen (z. B. aufgrund der Klassifizierung in [30, 15]

oder [37]), daB jeder G,-Orbit nilpotenter Elemente schon tiiber k definiert ist.

Qed.

7.5. Wir geben noch eine andere Verallgemeinerung des Geradzahligkeits-
satzes an:
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Satz. (Voraussetzungen 7.1). Seien J ein Ideal von U = U(g) und Z das Zentrum
von U. Ist dann grU dquidimensional, so ist

DimU/J—-DimZ/JNnZ=dim (@
die Dimension eines G-Orbits (O in g.

Ein kommutativer Ring heiBt dquidimensional, wenn das Wegdividieren eines
minimalen Primideals die (Krull- oder GK-) Dimension nicht dndert. Dies ist
insbesondere der Fall, wenn er integer (oder primir) ist. _

Beweis. Sei U=U/J, Z=Z/JnZ,S=grU, Y =grZ=5%und §=S/grJ=grU.
Wegen der vollen Reduzibilitit der adjungierten Operation von g auf U, S und S
ist das Bild Y von Y in § gleich dem Invariantenring S° Zudem gilt nach 5.5
DimZ=DimY und ebenso DimU=DimS. Wir haben daher lediglich die
Gleichung

Dim S — Dim ¥ =dim ¢ (1)

fiir einen G-Orbit O nachzuweisen.

Seien X bzw. X; das maximale Spektrum von § bzw. ¥ und ¢: X —X,; der
durch Y <-§ induzierte dominante Morphismus. Fiir eine geeignete irreduzible
Komponente von X ist das abgeschlossene Bild unter ¢ eine irreduzible
Komponente X; von X4 mit dim Xz =dim X, und wir kénnen daher wegen der
vorausgesetzten Aquidimensionalitit von X o.E. sowohl X als auch X irre-
duzibel voraussetzen. Dann gibt es eine offene dichte Teilmenge X ¢C X mit

dimge~!(x)=dim X —dim X

fiir alle x € X ¢ ([10], 1, § 3, 6.3 und 3.7). Da die Vereinigung aller G-Orbiten maxi-
maler Dimension von X dicht in X ist, enthilt ¢~ '(x) eine Bahn maximaler
Dimension fiir ein geeignetes x € X ;. Nach Kostant ([29], Theorem 0.7) ist ¢ ~ *(x)
Vereinigung von endlich vielen Bahnen und folglich dim ¢~ }(x)=dim 0 fiir einen
Orbit 0 < X maximaler Dimension. Qed.
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